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Ueber die zahlentheoretische Function ¢ () und ihre
Beziehung zum Goldbachschen Satz.

Von
E. Landaun in Berlin,

Vorgelegt von D. Hilbert durch den vorsitzenden Secretar in der Sitzung
am 3. Febrnar 1900.

§ 1.

Die Richtigkeit des Goldbachschen Satzes, daff sich
jede gerade Zahl als Summe zweier Primzahlen darstellen lasse?),
ist durch Herrn Stidckels? Untersuchungen sehr wahrscheinlich
geworden.

Da die Primzahlmenge des Intervalles 1, 2, . . » mit einem im
Verhéltnis zum wahren Werte fiir groffe # verschwindend kleinen
Fehler lo—ﬁﬁ ist*), so lautet Herrn Stdckels*) Ndherungsformel

o
&, fiir die Anzahl G, der Zerlegungen der geraden Zahl #» in die
Summe zweier Primzahlen (wobei p+¢ und ¢+p als zwei ver-
schiedene Zerlegungen zihlen),

@) &

n2

" Togng@m)
ein Ausdruck, der trotz seiner Schwankungen mit » ins Unendliche

1) Briefe Goldbachs und Eulers vom 7. und 80. Juni 1742, Correspondance
mathématique et physique de quelques célebres géométres du XVIIliéme siécle,
B. 1, Petersburg 1843, 8. 127 und 135.

2) ,Ueber Goldbachs empirisches Theorem: Jede grade Zahl kann als Summe
von zwei Primzahlen dargestellt werden“, Nachrichten der K. Gesellschaft der
‘Wissenschaften zu Gottingen, 1896, S, 292299,

3) v. Mangoldt, ,Ueber eine Anwendung der Riemannschen Formel fir die
Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grenze“, Journal fur die reine und
angewandte Mathematik, B. 119, 1898, S, 65—71.

4) L c., 8. 298,
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wichst. Dabei bedeutet ¢ (r) die zahlentheoretische Function,
welche angiebt, wie viele der Zahlen

1,2 38,...,2—1,n

zu % teilerfremd sind.

Im Folgenden soll zunichst eine die Goldbachschen Zahlen
betreffende asymptotische Aufgabe behandelt werden; die Losung
derselben Aufgabe unter Zugrundelegung nicht der wahren Werte
der Goldbachschen Zahlen, sondern der Niherungswerte (1) wird
zu einer Verification der Resultate fithren, zu denen Herr Stickel
gelangt ist.

§ 2

Mit Hilfe des von den Herren Hadamard?!) und de la
Vallée-Poussin?®) bewiesenen Satzes, daf die Summe der Lo-
garithmen der Primzahlen = z asymptotisch gleich z ist, das
heifit, daB der Quotient durch z sich fiir # = oo der Greunze 1
nahert, la8t sich der asymptotische Wert der summatorischen
Function 3)

H@) = 3 6,
n=1
folgendermafien bestimmen.
H (z) ist die Anzahl aller Primzahlpaare p, g, fiir welche

rrg==x
ist; dies ergiebt
H@ =3~ @),
r=e

wenn z(z) die Primzahlmenge des Intervalles 1,2, .. z bezeichnet.
Die Summe ist iiber alle Primzahlen = 2 zu erstrecken.

In einer jiingst erschienenen Arbeit des Verfassers ) ist aus dem
erwihnten Primzahlsatze die Folgerung gezogen: ,Wenn F (v, z)
eine Function zweier positiver Argumente ist, welche den Be-

dingungen geniigt:

1) ,Sur la distribution des zéros de la fonction { (s) et ses conséquences
arithmétiques”, Bulletin de la société mathématigue de France, t. 24, 1896, S,
199—220.

2) ,,Recherches analytiques sur la théorie des nombres premiers®, Annales de
la société scientifique de Bruxelles, t. 20, 2¢ partie, 1896.

8) Im Folgenden wird die obere Summationsgrenze nirgends als ganzzahlig
vorausgesetzt; der Summationsbuchstabe hat hier also alle ganzzahligen Werte
<< z, d. h, die Werte 1, 2, . . [z] zu durchlaufen.

"7 4) ,Sur quelques problémes relatifs 3 la distribution des nombres premiers<,
Bulletin de la société mathématique de France, t. 28, 1900, S. 25-38,
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1) Flo, ) =0firl <» =< 2

F v,z F(, x) fiir
log v = logw

2) 2=<rv =

IA

Zz,

3) DBei constantem » ist

F@@:{[ﬁ%?d}

(das heift, der Quotient von F (v, ) durch den Wert des Inte-
grales pdhert sich fiir # = oo der Grenze 0), so ist die iiber alle
Primzahlen = z erstreckte Summe

,SF@a~ [ L

(das heifit, beide Functionen sind asymptotisch gleich).“
Die Voraussetzungen dieses Satzes sind im vorliegenden Falle
fiir
Fz) = n(c—v)
erfiillt; also ist

(= (z— 7 (x —u)
H(@) log u j; logu du,

da fir v > z— 2 .

w(rx—u) = 0
ist. Durch Betrachtungen, welche den beim Beweise des erwihnten
Hilfssatzes angestellten analog sind, ergiebt sich, daf} diese asympto-
tische Gleichung auch bestehen bleibt, wenn =(z—u) durch
2" _ ersetzt wird. Demnach ist
log (x — u)

Hiz) ~ f Togu log (z log (x — u)

¥ oz—u . 4 ﬁ r—u
Togulog (x—u) u) logu log(z— u)

Das zweite Integral aunf der rechten Seite geht durch die
Substitution z—% = » in

GRS S S
_[log(x——v) logo ¥ = f logulog(xz—u)
fiber; also ist
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3 H du
j; logu log(x—u) “ ,  logu (logz-+ log(1—%)

H(z) ~ =

0=9=<1,

f logu (logm—?—‘f’-’-‘)

also wenn O (F(z)) eine Function bezeichnet, deren Quotient durch
F (x) fiir grofe x nicht beliebig grofer Werte fihig ist:

u du

_;_
H(z) ~ logx A logu +0 f logu log*z

2
) log z +0(log x)
2

X
@) H(z) = EIG,N oy

§ 3.

Zum Vergleiche mit diesem streng bewiesenen Satze soll nun-

mehr der asymptotische Wert der entsprechenden Summe é G,
n=l

berechnet werden, wo fiir gerades » ®, den von Herrn Stickel
angegebenen Naherungswert (1) der Goldbachschen Zahl G, be-
zeichnet. Die ungeraden » konnen ganz auBler Betracht gelassen
werden, da eine ungerade Zahl n auf eine Weise als Summe zweier
Primzahlen dargestellt werden kann, wenn #—2 eine Primzahl
ist, sonst auf keine Weise, so daB

z z x?
n=1§5_.G“ -~ logz glogzx !

w’} 2?

Z—_:xG”— 2 6.— 2 G = H@)- logfz | = 2log’x

n=l
ist. Es handelt sich also um die Summe

z n%

=2 G- =n=%§,s.. log’n g (n)
fiir die ebenfalls ein asymptotischer Wert hergeleitet werden soll,
Zu diesem Zwecke wird es erforderlich sein, die Summe

z 1
W) = > ——
@ = 27m
fir grofe Werte des Argumentes zu untersuchen,
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Summen, in denen die zahlentheoretische Function ¢(n) auf-
tritt, sind schon wiederholt behandelt worden. Schon Dirichlet
hat den mittleren Wert von ¢ (n) bestimmt?). Unter Benutzung
des Umstandes, daf die summatorische Function

2@ =3 ¢
der Gleichung
3 o] =+ @+

geniigt, fand er, daB
3 «
D(z) = ?xz-s—O(x)
ist, wo « eine zwischen 1 und 2 gelegene Zahl bezeichnet. Spiter
hat Herr Mertens?) den Nachweis gefiihrt, dafl

(3) D(z) = % 2’ + 0 (zlog x)

ist, und endlich zog Herr Cesar o %) Folgerungen iiber die asympto-
tischen Werte von Summen

S omEM

wo G(n) eine mit » monoton veridnderliche Function bedeutet.
Dagegen ist meines Wissens fiir die Summe %(z) noch kein
asymptotischer Wert ermittelt worden*). Die im Folgenden an-
gewandte Methode gestattet es, die Anndherung weiter zu treiben,
als es fiir den vorliegenden Zweck notig ist, und da der Gegen-
stand an sich ein Interesse hat, soll die genauere Formel entwickelt
werden.

Als Grundlage der Untersuchung dient der bekannte Ausdruck

von @ (n):
9o = IT(1--1)

wo p alle Primfactoren von » durchliuft. Es ist also

1) ,,Ueber die Bestimmung der mittleren Werte in der Zahlentheorie“, Ab-
bandlungen der Berliner Akademie, 1849, S. 69—83, Werke, Band 2, S. 49—66.

2) ,Ueber einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie®, Journal fir die
reine und angewandte Mathematik, B. 77, 1874, S. 291. )

3) Cesaro, ,,Sur les fondements du calcul asymptotique®, Comptes rendus des
séances de P'académie des sciences, Paris, B. 106, 1888, S. 1651—1654.

4) Die Betrachtangen am Schlusse der 16. Note in Herrn Cesaros Abhandlung ,,Sur
diverses questions d’arithmétique® (Mémoires de la société royale des sciences de Lidge,
20 série, t. 10, 1883, S. 169—170) haben keine Beziechung zu dieser Frage.

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.~phys. Klasse. 1900, Heft 2. 13
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1 1 _ 1 » 1 ( 1 )_1 1
po) — amia=3) — » W1 =« AT e 3w

4
wo ! alle Teiler von # durchliuft, welche durch kein von 1 ver-
sind; in der That kommt jedes

schiedenes Quadrat teilbar
Glied

1 1 N 1 N 1

o) o(pp--p)  9®)--9()  (B—1)..(p,—1)
einmal und nur einmal in dem auf alle Primfactoren von n er-
streckten Produkte TT (1 + p—i—l) vor, wenn man die Multiplication

ausfihrt. Also ist
qr(x)=2x_1_= é}_z_l_
=IO =N 10)
Kehrt man die Summationsfolge um, so hat ! alle quadrat-
freien Zahlen = z zu durchlaufen; eine solche Summe soll stets

durch 3V bezeichnet werden ; » kann jedem unterhalb z gelegenen
Vielfachen von / gleich sein. Es ergiebt sich somit
41

e~ 1 ' d
¥@ mlqza)z,,,%xm -3 o2

Nun ist, wenn C die Fulersche Constante bezeichnet

213 1_ log z —logl+ 0i2«‘)j—c O=9=1);

l

daraus folgt
2 o0 (l) (logz—1log I+ C)+ 02’ ltp(l) e

T(z) =
1

log? z

4 P HPpN ! O .
@ 6 = et O R E;l«p@ = 9250
Die beiden Reihen 2IZ 0 dlgil (l) convergieren; es

ist
1 1 1 1
%hpa) =(t+gyg )+ 3«»(3))(1* 556)" =111 *55-D)
wo p alle Prunzahlen durchlduft, also
p+1 »+1 p*—1
= 56-5 ~ Uarne—n= U =0—Dp
1
V7 @ _ 1)
R0) o

A
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- S 1 315¢(3),
®) D YR T

logl

1 — 1 !
2y —Sler Yoy
wo ! alle quadratfreien Vielfachen von p durchliunft, also
— s _logp v
2 5(r-1 2 mqo(m)’

wo m alle quadratfreien, nicht durch p teilbaren Werte annimmt.
Offenbar ist

1 , 1 __ 3815¢(3) .
(1+ p(p—l)) 2 wpm 1§1 lqv(l) PE
dies ergiebt
6 log! 315;(3) 2 logp _ 315;(3) logp
=TGN p(p—-D1+55) 7 p"—p+1
Da die Grlelchung (4) in erster Anndherung Iehrt, daf
1 315 ¢(3)
n—l t;o(n) 27‘!4

Pz) = logz

ist, so ist a fortiori
& ’____ < a%
@ z PIR
Dies folgt auch dara.us, daB
1 1
, 1L =
lgl ’P(l) _p]';[:r;( +P 1 H( ____1_)
péﬂc b

ist, ein Ausdruck, der bekanntlich die Grifenordnung log z hat.
Aus der alleinigen Thatsache, da8

T(x) = O (logz)

ist, folgt
& 1 & 1 log 1
D < — = 0 (———-) = : :
124,000 2 o) 2 )~ Togz |
in zweiter Anndherung lehrt also (4), da8

1
T(z) = 31; 54(3) logz+ 31; i£3) ( 2 e Oﬁ'ﬁ_ I )-[— o (x)

ist, wo
lim & (:c) = 0.

=00

Mit Benutzung des soeben gefundenen Resultates
¥(z) = a logz+0(1),
13*
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wo « eine Constante ist, ergiebt sich weiter

& 1 & 1 _ & FW-Fnr-1
z=§+1 lp () <n—§+l ng(n) nz%-x n
1 ()
_;_g—HQp( )(~~n+1)—w+1

o alogn & (1 1 \ «alogz ()
n_z+m(n+1)+9=§+l(n D) SO
oo}
=“f loi;xdx alogw +0(1)

= (l_o_gf.{_}_)_.ﬂg_gi”_l.o(l)

zr oz z z
&, 1 1\
®) Sw =°6)

x, logl =& logn

logn

o) w=Zr1n9(n) —:—%-1 n (F(n)— F(n—1))

=21
% @ (n) (Iogn_ log(n+1))*_ P(x)log(x+1)

%41 z+1

1 Tn) alog’zx log2
nlog(l-l—n)—}—logn)n(n_'_l) L +o( g )

. © log* x alog’z log 2
—-uf - ar— p +0( )

- (log2x+o(log$)>_alog”x +0(lo§x)

® e =o0%)

Als Schlufiresultat ergiebt sich also aus den Gleichungen (4)
bis (9):

10) F@) = § t 31;’ ﬁf‘Q’) (logx +O-B T _lfiﬁ 1) +0 (1"5 z )

§ 4
Sind ¥, (2) und ¥, () die auf alle ungeraden bezw. geraden
Zahlen des Intervalles 1, 2, . ,  erstreckten Summen 3 97%;2—), 50
ist
(@) + T (0) = Fa);

der in § 3 dargelegte Gedankengang fiihrt, indem man alle
vorkommenden Summen auf ungerade Argumente beschrinkt, zu
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der Gleichung

P, (z) = 10; igg) logz+y +O(11§—x),

wo y eine Constante ist, anf deren Wert es fiir den gegenwirtigen
Ziweck nicht ankommt. Daraus folgt

1) #,@) = P~ F,@) = 105,5(3) log z+ c+0(li§g);

¢ bezeichnet eine Constante.
Folalich ist

36, i« é — (%, )~ ¥, (v—1)

21 7=226 log*ng(n) S

i: »* 105¢(3) (10 v) ( 2 (v+41) )
by logly ot log it 2 v J\log®v log’(v+1)

2

l

logz (z+1)
+ 0( z logz(x—{—l))

1()0@(3) v f f’logx z z
,>:'zlog a/+ logx 02 z log“xdz+0(logx)

1005\3) f zdz (
Iogx logx>

(12) S, ~ 103ELE@) &
n§1@2’“ 2x  log’z
Der wahre Wert é G, ist, wie oben gefunden wurde,
n=1
1 &
2log’z
man also nicht nur zu der richtigen Groflenordnuny der summatorischen

- Von Herrn Stickels Niherungsformel ausgehend gelangt

Function, sondern die Constante, mit welcher multipliziert ist,

x
log?z
ist auch ungefihr gleich dem wahkren Werte §, da

105 §(3)

oA = 0,648..

ist.  Also £ 2
(13) 2 (@2,._ G2n) —~ 0714:8 s P
=1 - log’z

Ueber den bei Anwendung der Niherungsformel (1) fiir G,
selbst begangenen Fehler kann man hieraus keinen Aufschluf er-
halten, da in der Summe (13) die positiven und negativen Fehler
sich aufheben; man ersieht jedoch, daB die Summe der positiven
Fehler die Summe der negativen Fehler iibertrifft, sogar um soviel,
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daB die algebraische Summe simtlicher Fehler von derselben
GroBenordnung ist als die Summe der wahren Werte. Daf die
Formel (1) zu groBe Werte liefert, ist Herrn Stickel nicht
entgangen; er hat deshalb noch eine zweite Ndherungsformel?®) an-
gegeben, welche aber asymptotisch dieselbe summatorische Function
ergiebt.

Wenn auns den asymptotischen Resultaten der vorliegenden
Arbeit eine Folgerung auf die Werte der Goldbachschen Zahlen
G, selbst gezogen werden kann, so wiirde es die sein, daf es sich
vielleicht empfiehlt, Herrn St#ckels Niherungsformel mit der

4
Constanten 1(75%(?75 = 0,772 . . zu multiplizieren. Dann ist die
summatorische Function asymptotisch gleich der summatorischen
Function der Goldbachschen Zahlen; die algebraische Summe der
Fehler ist alsdann von geringerer Griofienordnung als die Summe
der wahren Werte.

D1 e, S 298,
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