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Beitrag zur Theorie der Function

(Von Herrn Dr. E. E. Kummer9 Professor in Breslau.)

Oteltt man sich irgend eine Function /(o?) in eine nach Sinus und
Cosinus der Vielfachen von 2π·# geordnete Reihe entwickelt vor, so dass

f(x) — A + ςίΑι cos %tx + 2^2 cos fax + 2^j cos 6ττ# ·+·....
?! sin 2π·α? + 2jB2 sin fax + 2Z?3 sin 6ττα? + , . , .

in den Grenzen χ = 0 bis χ = l ist, verwandelt sodann χ in χ ·+· — >

x H -- ....&+ -jp , und addirt diese Gleichungen, so fallen alle Glieder der

Reihen-Entwicklung mit Ausnahme derer heraus, welche Sinus oder Cosinus
von Bogen enthalten, die Vielfache von ^mtx sind, und man erh lt

M +/<* + i> +/(* + f) + .... +/(* + ̂ )
=z n(A -\- *lAn cos 2ί77τα? + 2v427l cos 4ηττίτ + ΪΑ^ cos

sin 2ηττ^7 + 2^2,, sin 4ηπΌ? + 2Αη sin

in den Grenzen χ = 0 bis o? = — . Setzt man nun weiter

F(x) = A + 2^4n cos 2ττα; 4- 2^2« cos 4ττα? -l- 2^43n cos
+ ZBn sin 2ττΛ7 + 2jB2n sin fax Hl· 2#3n sin 6ττχ

so ergiebt sich

Setzt man ferner /(x) = /φ (x) und rcF(x) = /Φ(χ), so ist i !

φ(χ)φ(χ + -)9>(x + — ) .... 9(x + . ~) = Φ(«Χ).

Man hat also so zwei allgemeine Formen von Gleichungen erhalteni 4^e JH/dec
Analysis h ufig vorkommen; namentlich in der Theorie der transcendenten Func-
tionen. Die Entwickelutig einer Function f(x) in eine nach Cosinus und Sinus
der Vielfachen von 2ττχ geordnete Reihe f hrt jedesmal zu einer solchen

Grelle'· Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 1. l



2 1. Kumme?) Beitrag m r Theorie der f\inctim Γφ)«

Formel, welche aber nur dann von besonderem Interesse ist, wenn die Funo
tion F(x) einen anderweiten einfachen Zusammenhang mit f(x) hat.

Auf die obige Art l sst sich $fcch ein leichter Beweis der bekannten
Formel f r die Function Gamma finden, welche eine sehr einfache, wie ich
glaube bisher noe^ nicht bekannte e^hen-EntwicWung, nafch Silius und Co-
sinus der Vielfachen von 2π·χ enth lt.

Setzt man nemlich
ΐΓ(χ) = AQ + %Ai cos $#χ + 2^42 cos 4ττχ 4- 2^3 cos 6πχ + ....

+ ZBi sin 2ττχ + 2J?2 sin 4ττχ + 2B3 sin 6πχ 4- ....,
in den Grenzen χ = 0 bis χ = l, so ergiebt sich bekanntlich

Ak =/Q
1lT(x) cos.Zknx.dx, Bk ^f*lr(x) sm.2kitx.dx.

Die Coefficienten Ak lassen sich leicht bestimmen, ohne dass man der Aus-
dr cke durch bestimmte Integrale bedarf; n mlich vermittelst der Grund-
Eigenschaft der Fuoction Gamrpa:

ΐΓ(χ) + ΙΓ(1 —χ) = /(2τί) — /(2sin ττχ).
Setzt man in dieser Formel f r ΙΓ(χ) und lr(l — x) ihre Reihen -Entwicke-
lungen, und auch f r /(2sin ττχ) die bekannte Reihe

— /(2sin7tx) = cos27rx + |(cos47rx) + |(cos67tx) + ....,
so erh lt man

2^ίβ Hh 4 AI cos 2ττχ + 4A2 cos 4π·χ + \A$ cos 6ττχ Hh . . . .
±= /(2π·) -4- cos 2ττχ + |(cos47tx) + -(COS TTDC) + ....,

in den Grenzen χ = 0 bis χ = l ; und da nun nach bekannten S tzen beide
Entwickelungen identisch sein m ssen, so findet sich

und -A = ·
Um weiter die Coefficienten Bk zu bestimmen, setzen wir in dem Aus-

drucke
sin . 2&7TX . dx

statt /F(oc) den bekannten, oder wenigstens aus bekannten leicht zu ent-
wickelnden Ausdruck durch ein bestimmtes Integral :

Dieser giebt

Wird nun die Integration in Beziehung auf χ ausgef hrt, so erh lt man
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Γ sin.2/rTro?.dx = 0, / χ sin.
/ O «'O

also
τη r1

k ~JQ
oder, wenn z = e"2&7ri gesetzt wird:

Hieraus folgt:

und da bekanntlich
λ1 Vi _ <HU) ̂
Ο ι *

so ist

Es bleibt jetzt nur noch Bl zu suchen; zu welchem yZtyecke das Integral

jf %"' - j~) j = C = 0,577 215 664 9

dient, welches die bekannte Constante des l tegral -Logarithmen giebt. Dieses,
mit dem Ausdrucke des Βλ verbunden, giebt

- τ >
also

Dieses letzte Integral hat aber den VS^erth Null, wovon man sich leicht ber-

zeugt, wenn man / i n — verwandelt, wodurch es unge ndert bleibt, aber das

entgegengesetzte Vorzeichen bekommt. , Also ist endlich

Da jetzt alle Coefficienten der Reihen-Ei>tw%k«ltmg f jr /Γ(α?) geftifaden
sind, so k nnen wir dieselbe folgendertflaassen darstellen: < /

/ΓΟ) = |?/(27t) Hh i(cos27t#) fjh |(cos47ta;) + KCOS TTO;) + ....
f " " · < · ' ' · - - ~ _ , ^ *. . -. ^ , _ f Γ ^ l " , * ' ! · l i » . ι /

H- — (C+ 1(3π)) (sin 2*Λ? -f-.|(sin 4ττίκ) -ίτ f (sin 6πρ?} .-f- .,..) , .;

V -
l*
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in den Grenzen χ = 0 bis χ = 1. Anstatt der beiden ersten Reihen kann
man auch die bekannten Summenausdr cke derselben setzen und erh lt

in den Grenzen χ = 0 bis n? = 1. '
Aus dieser Reihen -Entwickelung findet sich nun die erw hnte Haupt-

formel f r die Function Gamma durch Verwandlung des χ in χ -\ -- >n 7l
Λ _ i

Λ? Hh — , .... oo + "~^~~~> υη^ durch Addition dieser Gleichungen. Diese Opera-

tion giebt
ΙΓ(χ) ...·

, . . .
~π ' ~n~ sm ^ηπ>Λ; "*" ~2»~" sm 4«*^ + ~3 — sm

in den Grenzen χ = 0 bis χ = — . Subrrahirt man hiervon ΐΓ(ηχ), so bleibt

/Γ(χ) + / Γ ( χ + ) + /Γ(*+~) + .·.. + /Γ(χ+ ) - /r(nx)

= | (n — 1)/(2ττ) + (sin

und wenn f r diese Reihe wieder der bekannte Summen-Ausdruck gesetzt wird,
so erh lt man

/Γ(χ) + /F(x+~) + /Γ(χ + ~) + ....+ /Γ(χ + ~) - ΐΓ(ηχ)

' — 1(^-1) /(2ττ)+ 5(1— 2ηχ)/(Λ).
Geht man endlich von den Logarithmen zu den Zahlen ber, so erh lt man
die gesuchte Formel

3Nach der oben ausgef hrten Herleitung dieser Formel ist deren G ltigkeit

zwar nur in den Grenzen x=0 bis x= — bewiesen: es ist aber damit zugleich

die Allgemeing ltigkeit gegeben, da verm ge der Fundamen tal-Eigen$chaftJT(x-f-l)

saacF(x) die TOrmel bei der Verwandlung des χ in *+~ unge ndert bleibt.


