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Die vorliegende Abhandlung ist im Laufe des Winters 1897/98 durch
Umarbeitung eines aus dem Jahre 1871 oder 1872 stammenden Entwurfes
entstanden; ihr Hauptergebniss habe ich (Februar 1873) in meiner Anzeige®)
der Vorlesungen iiber die Kreistheilung von P. Bachmann bei Besprechung
des kubischen Reciprocititsgesetzes mit den folgenden Worten kurz an-
gedeutet: ,Bedeutet & eine ganze rationale Zahl, deren Kubikwurzel jrrational
ist, so entspringt aus der Gleichung @* = k ein reiner kubischer Korper, dessen
Grundzahl die Form D = —3¢" hat, wo ¢ eine aus & leicht abzuleitende
ganze Zahl ist. Fragt man nun nach allen in % nicht aufgehenden prim-
zahlen p von der Form 3n+1, von welchen die gegebene Zahl k Jcubiseher
Rest ist, so gelangt man mit Hiilfe des Reciprocititssatzes 2 folgendem
interessanten Resultat, welches im Wesentlichen schon Gauss bekannt g€
wesen ist (und sich auf beliebige kubische Korper ausdehnen lisst): Die
siimmtlichen nicht #quivalenten, urspriinglichen positiven quadratischen
Formen ax’+bzy+cy’, in welchen b'—4dqe— D, gerfallen in drei Ab-
theilungen von gleich vielen Individuen, deren erste eine Gruppe bildet,
dureh deren Formen alle und nur solche Primzahlen p dargestellt werden,
von welchen & kubischer Rest ist. Mit Hiilfe desselben wird die Be-
gtimmung der Anzahl der Idealklassen des kubischen Korpers auf einen
bekannten Theil der Theorie der Thetafunctionen zuriickgefiihrt. Zur Ver-
gleichung bemerke ich, dass die hier gebrauchten Zeichen k&, z, g in der
folgenden‘Abhamllung resp. durch 8, O, k ersetzt sind; der Satz tiber die
- fiir den kubischen Korper charakteristische Drittelung der Grappe der
| quadratischen Formen von der Discriminante D findet sich in § 11. Die

¢ 2 :)’.Sc;;drzailchs Zeitschrift fir Mathematik und Physik, Jahrgang 18; 1873. Literatur-
zeitung S. 22, 43.

)+ s l’d s
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Dedekind, iber die Anzahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahlkérpern. 41

eingeklammerten Worte, welche sich auf die Ausdehnung dieses Satzes auf
alle kubischen Korper beziehen, habe ich damals, weil ich im Besitze des
Beweises zu sein glaubte, dem Manuseripte der Anzeige gleich nachgeschickt,
ihre Einfiigung an der bezeichneten Stelle ist aber iiber dem grossen
Leipziger Setzerstrike versiumt, und sie sind erst im folgenden Hefte der
Literaturzeitung (S. 43) abgedruckt. Durch Ueberhiiufung mit Amtsgeschiiften
wurde ich in jener Zeit fiir mehrere Jahre an jeder wissenschaftlichen
Thitigkeit gehindert, und erst spiiter habe ich erkannt, dass die mir zu
Gebote stehenden Mittel zum Beweise der Allgemeingiiltigkeit des Satzes
nicht ausreichten. Seitdem bin ich nur voriibergehend und ohne den ge-
wiinschten Erfolg zu dieser Untersuchung zuriickgekehrt; doch zweifle ich
auch heute nicht an der Wahrheit des Satzes, den ich in allen Beispielen
bestiitigt gefunden habe, und ich glaube auch, dass fiir Korper von negativer
Grundzahl die jetzt mehr ausgebildete Theorie der complexen Multiplication
der elliptischen Functionen zum Beweise wohl ausreichen wird; vielleicht
wird, wenn dies gelingt, hierdurch auch ein Weg zur Losung des grossen
Riithsels gebahnt, welche algebraische Zahlkiorper den Klassen der biniiren
quadratischen Formen (oder Moduln) von positiver Discriminante entsprechen.
Meine bisherigen, auf diese Fragen beziiglichen Versuche gedenke ich in
einer Abhandlung iiber die Invarianten beliebiger kubischer Korper mit-
zutheilen. Die gegenwiirtige Abhandlung, welche sich ausschliesslich mit
den reinen kubischen Korpern beschiiftigt, verfolgt lediglich das in der oben
erwihnten Anzeige vom Jahre 1873 angedeutete Ziel und endigt mit der
Einmiindung der Untersuchung in die Theorie der complexen Multiplication.
Ich erwiihne schliesslich, dass die Theorie der reinen kubischen Korper
meines Wissens bisher nur von A. Markoff behandelt ist; seine Abhandlung®)
,Sur les nombres entiers dépendants d’'une racine cubique d’un nombre entier
ordinaire* beschriinkt sich im Wesentlichen auf die (von mir in §§ 1—5
behandelte) Bestimmung der in dem Korper vorhandenen Ideale, wobei die
Auffassung von Zolotareff zu Grunde gelegt ist; ausserdem giebt sie am
Schlusse eine sehr werthvolle Tabelle von Einheiten (vergl. unten § 13).

*) Mémoires de I’Académie impériale des sciences de St.-Pétershourg, VII® série,
tome 38.
Journal fiir Mathematik Bd. CXXI. Heft 1. 6
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§ol

Reine kubische Zahlkdarper.
Ist die rationale Zahl & nicht die dritte Potenz einer rationalen Zahl,

so sind die drei Kubikwurzeln 0 = Vo irrational, und es kann auch keine
von ihnen die Wurzel einer quadratischen Gleichung 0*4+m6O+n =0 mit
rationalen Coefficienten m, n sein; multiplicirt man niimlich mit 0, so wiirde
hieraus (n—m?) O+ (d—mn) =0, also, weil @ irrational ist, n=m’ und
8 =mn=m’ folgen, was im Widerspruch mit unserer Annahme iiber
steht. Mithin ist jede der drei Wurzeln O eine algebraische Zahl dritten
Grades (vergl. § 167. 8. 492 der vierten Auflage von Dirichlets Zahlentheorie,
die ich mit D. citiren werde). Im Folgenden bezeichnen wir mit @ die reelle
Kubikwurzel aus 0, mit @', 0" die beiden imagindren Wurzeln

0 = @97 o= 902
wo o eine imaginiire dritte Einheitswurzel, also

+o+1=0
ist.

Aus dem Korper R der rationalen Zahlen entsteht durch Adjunction
der Zahl @ der reine kubische Zahlkirper K — R(0) vom Grade (K,R) = 3;
er besteht aus allen Zahlen von der Form :

z=mxe)2+1?2@+a;3’

WO Ty, Ty T beliel{ige Zahl.en i_" R bedeuten, und jede Zahl » kann auch
nur auf eine einmg-e Al_'t n (l}eser FOI'I.D dargestellt werden, weil die drei
Potenzen ©°, @,1 ene n're(llu.:lbele' Ba.SlS.VOH K bilden (D. § 164. S. 472).
Die beiden Korper B und K smt.l die einzigen Divisoren von K; denn wenn
der Korper L in K enthalten ist, so folgt (nach D. § 164. §, 473), dass
(K, L) (L, R) = (K, R) = 3 als(.) entweder (K, L)=3, (L, Ry = 1iLd R oder
K, L)=1, (I B=3, L= K ist. Ben—achte:t man mun irgend eine in K
enthaltene Zahl # \.'o'n der obigen Form, so 1st. der von ihr erzeugte Korper
R () jedenfalls Divisor von K,' und zwar tritt der Fal) R(%) = R immer
und nur dann ein, wenn ¥ rational, also @, =z, = () ist; jede irrationale
Zahl z des Korpers K erzeugt daher 'stets denselben Korper R(z) = K und
ist folglich eine algebraische Zahl dritten Grades.

Diese Schliisse sind offenbar unabhﬁ.nglg von Qer Voraussetzung, dass
@ reell ist, und gelten daher ebenso filr die be'd'en.l‘einen kubischen
Korper K' = R(0) und K "=R(0"). Bedeute.t z. B, x ex'ne irrationale Zahl
des Korpers K', so ist R() =K', und folglich kann #' nieht reell sein,
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weil sonst K' aus lauter reellen Zahlen bestehen wiirde, wiihrend doch die
imaginiire Zahl O'= O¢ in K' enthalten ist; mithin enthalten die Korper
K', K" ausser den rationalen nur imaginiire Zahlen, wiihrend K nur aus
reellen Zahlen besteht. Die beiden Korper K', K" sind aber nicht allein
von K, sondern auch von einander verschieden; denn wiire K' = K", so
miisste die Zahl 0" = 0'p, also auch die Zahl 9 = 0":0' in K' enthalten
sein, was nach dem Obigen nicht angeht, weil ¢ eine algebraische Zahl
zweiten Grades ist.

Der Korper K besitzt drei Permutationen (D. § 165), durch welche
er in die drei conjugirten Korper K, K', K" iibergeht; jede in K enthaltene
Zahl = von der obigen Form

% =z,0+2,0+2,
geht durch die erste, die identische Permutation in sich selbst, durch die
zweite und dritte in die conjugirten Zahlen »' = z, 0”4 2,0 42, und
7= 2,0"+x,0"+x; iiber; ist #' =wu+vi, wo u, v reelle Zahlen bedeuten,
withrend i = y—1 ist, so ist %" = u—wi.

§ 2.

Invarianten des Kérpers K.

Jede von Null verschiedene rationale Zahl ¢ kann offenbar immer und

nur auf eine einzige Weise in der Form
0 =ab'c

dargestellt werden, wo ¢ rational ist, und @, b natiirliche Zahlen bedeuten,
deren Product ab durch kein Primzahl-Quadrat theilbar ist; da in unserem
Falle 0 nicht die dritte Potenz einer rationalen Zahl ist, so ist ansserdem

ab > 1.
Setzt man nun @ = ce, so wird die positive Zahl a=la/;5"', und da «
irrational und in K enthalten ist, so ist auch K = B(«); da ferner
o =Va'b' = bVa'b ist, so wird, wenn man la/t;';b”=ﬂ setat,
o’ =bp, f*=ae, off = ab;

o = ab’, }* =a’b,
und die allgemeine Form aller in K enthaltenen Zahlen z ist:

%= z+:vd +903,
wo 3, x, y beliebige Zahlen in R bedeuten.
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44 Dedekind, iber die Anzahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahlkorpern.

: y Eiis f il Y
Die mit ¢ und die mit 3 conjugirten Zahlen o, @ und f', B
geben sich aus

co=0, co' =0=0p=cap, co' =0"=0¢= cag’
und aus

ab=oaof=dpB =a"B",
niimlich
o =ap, o' =ea@, (3 =}p¢, B" = Be
und hieraus folgt allgemein

# =gz+xap+ypBe’, »' =s+aap’+ype
oder

2 =(@wa—3)o+(ys—5)e’, #' =(xza—z)0'+ (y—5)Q.
Fiir das Supplement und die Norm der Zahl # erhiilt man daher (nach
D. § 176. S. 542 und § 167. S. 486) die Darstellungen
# % = (wo—5)—(wa—z)(yB—3)+ [y — 8

= (s'"—abxy)+ (ay’'—sx) e+ (ba*—zy)
und

N(#®) =24 %" = &~ 3absay + ab’=* 4 a’by’.
Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, alle diejenigen Zahlen z in K 7t

finden, deren dritte Potenz rational ist. Nehmen wir an, es sei #' = ¢ WO -
eine rationale Zahl bedeutet, so folgt auch #* =e¢, also muss

#' =z oder %' =xp oder » = x0*
sein; da aber allgemein
¥ —x = (1—¢) (cao—yp),
#—29 =(1-0)(s—ypo),
¥ —xg' = (¢~ ¢)(s0—za),
und ausserdem die Zahl ¢ nicht in K enthalten ist, so muss im erstel
zweiten, dritten Falle entsprechend

w=y=0, % =3,

e=z3,
s3=9y=0 Z= — 2 3
 fenedt zo, e=ab'a’,
s=x=0, z=yp, e = a’by’

sein. Im ersten Falle ist » rational, also R(x) = R, und dasselbe gilt auch
fiir den zweiten und dritten Fall, wenn x, resp. y =0 ist; in allen diesen

Fillen ist e die dritte Potenz einer rationalen Zahl. Soll also die Zahl #

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063701
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(ebenso wie ©) die Kubikwurzel aus einer rationalen Zahl e sein, welche
(wie ) nicht die dritte Potenz einer rationalen Zahl ist, 80 gesch’ieht dies
nur im zweiten oder dritten Falle, wenn x, resp. y von Null verschieden
gewiihlt wird, und gleichzeitig wird R(x) = K; vergleicht man ferner die
Formen e=ab’2’ e=ba'y* der Zahl e mit der Form 0=ab'c so er-
giebt sich, dass alle diese irrationalen Zahlen # des Kirpers K, deren dritte
Potenz e rational ist, auf dasselbe Paar a, b oder b, a fithren. Wir nennen
daher diese beiden natiirlichen Zahlen a, b, durch welche der reine kubische
Korper K vollstindig bestimmt ist, die Invarianten des Kirpers K.

; Da der Korper K durch Vertauschung von a mit b nicht geiindert
vv:n'd, $0 kann man, um alle reinen kubischen Kiorper K und jeden nur
emmal zu erhalten, so verfahren: man betrachte alle natiirlichen Zahlen,

. VNr, ab.d g { b ' ab? a'bh ‘ k ‘ X ' I
1 g1 48 1 2 4 6 podieiy .
2 3 3 1 3 9 9 1 1
3 5 5 1 5 | 25 15 2 1
4 6 6 1 6 36 18 3 1
b 6 3 2 g R R I ) 3 1
6 7 7 1 7| 49 | 21 9 3
(D3} 10550 1 10 | 100 | 10 2 1
8 | 10 ;) 2 20 | 50 | 30 6 3
R T 1 54 1181 {88 4 9
10 | 13 | 13 1 13 | 169 | 39 4 3
11 14 | 14 1 14 | 196 | 42 6 3
(12) | 14 7 2 28 | 98 | 14 9 3
13- 1 187 1 15 | 226 | 45 6 9
14 | 15 b 3 48 e T0. 8 4 8 5
(16) | 17187 1 17 | 289 | 17 9 1
(16) | 19 19 1 19 | 361 19 9 5
17 o1 | "8 1 21 | 441 | g3 6 3
18 | 21 7 | 8 (@8 [147 | 68 et
19 22 22 1 22 | 484 | 66 12 3
20) | 22 | 11 | B o eRcloRaRh R A
21 93 23 1 23 | 829 69 8 1
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welche =1 und durch kein Primzahl-Quadrat theilbar sind, und zerlege
jede auf alle Arten in zwei Factoren @, b, von denen a der grissere ist;
bezeichnet man dann mit ¢ und # die positiven Kubikwurzeln aus ab® und
a‘b, so ist R(e) = R(f3) ein reeller reiner kubischer Korper K, zu welchem
jedesmal zwei conjugirte imaginiire reine kubische Korper K', K" gehiren.
Hier folgt der Anfang einer solchen Tabelle (s. S. 45) aller reinen kubischen
Korper K; die in ihr auftretenden Spalten & und &" werden spiiter (§§ 3, 4, 9)
erklirt werden, und & bedeutet die Anzahl der Idealklassen des Korpers. .

§ 3.

Die in 3ab aufgehenden Primideale.
Es sei o die Hauptordoung des Korpers K, d. h. der Inbegriff aller
in ihm enthaltenen ganzen algebraischen Zahlen, und

4(0)=D

die Discriminante oder Grundzahl von K(D.§ 175, S, 538). Um o und D
zu bestimmen, betrachten wir zunidichst den Modul

n=[l,a}4]
d. h. den Inbegriff aller derjenigen Zahlen x — 54 zq +y/3, welche durch
beliebige ganze rationale Zahlen z, @, Y erzeugt werden: da die Basis-
zahlen 1, ¢, 3 ganze (algebraische) Zahlen sind, so gilt da:sselbe von allen
diesen Zahlen %, d. h. der Modul n ist theilbar durch den Modul o, was
in Zeichen durch n=>o oder (i, 0) = 1 ausgedriickt wird (D.§171. S.’E)IO);
zugleich ist
4(m) = D (o, ny,

wo (o,1) die Anzahl der mach dem Modul u incongryentey Zahlen in o
bedeutet (D. § 175. S.539). Zufolge der Definition dey Discriminante eines
Moduls (D. § 175. 8. 536) ist nun 4(n) das Quadrat der Determinante

e B | |La 8
iR bt bl A
0’8" [1,a0' B0

und da «f = ab, und (¢’—¢)" = —3 ist, 50 ergiebt sich
4(n) = — 3(3ab);

aus der Vergleichung mit der obigen Form von 4(n) folgt, dass gje RO
(0, n) ein Divisor von 3ab, also

3ab = k(o,n), D = -3k

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063701
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ist, wo k& eine natiirliche Zahl bedeutet. Die Bestimmung dieser fiir alles
Folgende sehr wichtigen Zahl & wird erleichtert, wenn wir vorher alle in
3ab aufgehenden Primideale des Korpers K aufsuchen, unter welchen sich
jedenfalls auch alle in der Grundzahl D aufgehenden Primideale befinden;
mit dieser ohnehin unerlisslichen Aufgabe wollen wir uns daher jetzt
beschiiftigen.

Betrachten wir zuniichst ein in @ aufgehendes Primideal p, so muss
die durch p theilbare natiirliche Primzahl p, welche zugleich die kleinste
in p enthaltene natiirliche Zahl ist (D. § 179. 8. 563), ebenfalls in @ auf-
gehen, und da ab nicht durch p° theilbar ist, so wird

o = ab’ = Pq.
wo ¢ nicht durch p, also auch nicht durch p theilbar ist; da nun p in
P, pg, @, also auch in o aufgeht, so muss p* in pg, also auch in p auf-
gehen; nach einem allgemeinen, aus der Betrachtung der Normen folgenden
Satze kann aber die Anzahl der (gleichen oder verschiedenen) Primideale,
deren Product = op ist, nicht grosser als der Grad des Korpers, in unserem
Falle also nicht grosser als 3 sein; mithin ist

op=9y, NP =(,p=p,
d. h. op ist die dritte Potenz eines Primideals p vom ersten Grade (D. § 180,
S.565). Ganz dasselbe gilt offenbar fiir alle in b aufgehenden natiirlichen
Primzahlen p und Primideale p.

Ein anderer Weg, um zu dem vorstehenden Resultate zu gelangen,
stiitzt sich auf die Multiplication und Reduction der endlichen Moduln
(D. §170. S.502 und § 172. 8, 519); wir wollen ihn kurz andeuten, seine
niihere Ausfilhrung aber, weil sie keine Schwierigkeit darbietet, dem Leser
iiberlassen. Jeder natiirliche Divisor m von ab hat die Form m = a,b,,
wo a, Divisor von a, b, Divisor von b ist; betrachtet man nun den Modul

m = [m, «, /)’]7
so findet man leicht
m' = [m, a,e, b, 3], m* = mn;
da nun on = o ist, weil n die Zahl 1 enthilt, so ergiebt sich
0m = (om)31
wo om offenbar ein Ideal ist. Als specieller Fall entspringt hieraus fiir
das oben mit p bezeichnete Primideal die Darstellung

p=o0lp, e f]

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063701
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Unsere Aufgabe, alle in 3ab aufgehenden Primideale zu finden, ist
durch das Vorstehende offenbar erledigt, wenn ab durch 3 theilbar ist; im
entgegengesetzten Falle, wo
@=05b=1 (mod 3),
kommt es aber mnoch darauf an, die Zerlegung von 03 in Primideale zu

finden, und hierbei werden wir auf eine wichtige Bintheilung aller reinen
kubischen Korper K in zwei verschiedene Arten gefiihrt werden. Hierzu
betrachten wir die irrationale ganze Zahl
@ =a—a,
welche zufolge o = ab® der irreducibelen Gleichung
wW3aw+3a’u+al(@®—b*) =0
geniigt. Da der Coefficient 3a° von w im dritten Gliede nicht durch 9
theilbar ist, so kann w nicht durch 3 theilbar sein (D. § 173. S. 531), aber
das erste Glied w* ist durch 3 theilbar, weil dies von allen folgenden
Gliedern gilt. Aus der Existenz einer durch 3 nicht theilbaren Zahl g,
deren dritte Potenz durch 3 theilbar ist, folgt bekanntlich, dass 03 nicht
ein Product von lauter verschiedenen Primidealen, sondern durch das Quadrat
eines Primideals p theilbar ist; setzt man demgemiiss
03 = p’p,,
so folgt aus der Betrachtung der Normen leicht, dass p und P, Primideale
ersten Grades sind; denn wenn man N(p) = 3" N(p,) = 38" getzt, WO
m=1, n==0, so folgt N(03) = 8’ = 8™ alg 3 — 2+ n, mithin m = =1;
es ist daher '
NG) = Np,) = 3,

und folglich ist auch p, ein Primideal. Aber nun entsteht die Frage, ob
p, identisch mit p ist oder nicht; hierauf antwortet der folgende

Satz: Die in der Zerlegung 03 = p*p, quftretenden Primideale ersten
Grades P, p, sind gleich oder verschieden, je nachdem a’—0b" untheilbar oder
theilbar durch 9 ist.

Zum Beweise benutzen wir die obige kubische Gleichung, welche
zufolge u+a= o die Form

w+3aeu+ a(a—b?) =0

annimmt, und bezeichnen mit » den Exponenten der hochsten in (a*—b%)

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063701
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aufgehenden Potenz von 3, welcher jedenfalls —=1 ist, withrend & und «
relative Primzahlen zu 3 sind. Ist nun erstens p =9, also 03 =p’, und
p* die hochste in w aufgehende Poténz von p, so ist 1="s=2, weil u durch
p, aber nicht durch 3 theilbar ist, und die Exponenten der hichsten in u?
3aau, a(a’—b") aufgehenden Potenzen von p sind der Reihe nach 3s,
3+s, 3r. Die beiden ersteren sind von einander verschieden, weil 3 4
nicht durch 3 theilbar ist, und da der kleinere von ihnen zufolge der obigen
Gleichung mit dem dritten 3» iibereinstimmen muss, so ergiebt sich
3r = 3s<<34s=_D, also r = s =1, mithin ist (a’—0b*) nickt durch 9, und w
nicht durch 9° theilbar. Ist aber zweitens p verschieden von p,, also
03 = p’p, nicht theilbar durch pj, so ist p; die hochste in (a’—b°) auf-
gehende Potenz von p,; da nun ¢ durch 3, also w gewiss durch p, theil-
bar ist, so sind die Zahlen u’, 3acu mindestens durch p; theilbar; zufolge
der obigen Gleichung muss daher auch (a’—5°) durch p; theilbar sein,
mithin ist »—=2 also (a’—b") theilbar durch 9. — Die beiden einander aus-
schliessenden Annahmen iiber p und p,, welche alle Fiille erschipfen, fiihren
also zu zwei Folgerungen iiber die Zahl (a’—b%), welche ebenfalls einander
ausschliessen und alle Fille erschipfen; mithin muss umgekehrt p = p, oder

p von P, verschieden sein, je nachdem (a°—0b°) untheilbar oder theilbar
durch 9 ist, w. z. b. w.

An den vorstehenden Satz kniipfen wir noch die folgenden Be-
merkungen.  Obgleich derselbe nur fiir den Fall ausgesprochen und be-
wiesen ist, wo ab nicht durch 3 theilbar ist, so umfasst er doch offenbar
auch den schon vorher erledigten Fall, wo ab durch 3 theilbar ist, weil
dann ebenfalls 03 = p’, und @’—»° nicht einmal durch 3, geschweige durch 9
theilbar ist. Wir theilen daher alle reinen kubischen Korper K nach dem
Verhalten der Zahl 3 in zwei Arfen ein und nennen K einen Korper erster
oder sweiter Art, je nachdem a’—b° untheilbar oder theilbar durch 9 ist,
oder — was nach dem Vorstehenden hiermit gleichbedeutend ist — je

nachdem die in der Zerlegung 08 = p’p, auftretenden Primideale p, p, gleich
oder verschieden sind. :

Hierauf wollen wir den Fall eines Korpers K von zweiter Art noch
etwas niiher betrachten; dann kann man

a=b=1-3¢ (mod. 9)

setzen, wo ¢ eine nach dem Modul 3 bestimmte ganze rationale Zahl
Journal fir Mathematik Bd. CXXI. Heft 1. 7
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bedeutet. Da das Product a’—&* der beiden Factoren a+ 6 durch 9 theilbar,
ihre Summe 2a aber untheilbar durch 3 ist, so kisnnen sie nicht beide durch 3
theilbar sein, und folglich muss einer von ihnen durch 9 theilbar sein; mithin ist
a=+b (mod. 9),
und - umgekehrt folgt hieraus, dass K ein Korper zweiter Art ist. Unter
den 21 Korpern der Tabelle am Schlusse von § 2 sind daher die 5 dureh
Einklammerung ihrer Nummern (7), (12), (15), (16), (20) kenntlich ge-
machten Korper von zweiter, die iibrigen 16 von erster Art. Wir wollen
nun darauf ausgehen, die beiden in 3 aufgehenden Primideale p, p, deutlich
zu unterscheiden. Da die dritte Potenz der Zahl « = ¢—a durch 8§ theilbar
ist, so muss @ durch pp, also «® durch p’pl = 3p,, mithin auch durch 3
theilbar sein; nun ist aber
w=(a—a)=a"—2a0+a’ = b—2ac+ a’
={1+ac+b3)+ (a*~1—3aa),
und da der zweite eingeklammerte Bestandtheil offenbar durch 3 theilbar
ist, so gilt dasselbe auch von dem ersten; setzen wir daher
_14aa+b
iy Lhsahibgy
so ist y eine gamse Zahl; durch Einfiihrung derselben geht die obige
Gleichung, weil a’—1=—3¢ (mod. 9) ist, in die Congruenz
w=3(p—c—aa) (mod.9)
iiber, und da die Zahlen x* und 9 durch 3y, theilbar sind, so folgt
y=c+ac (mod.p,); da ferner w=ea—a durch p, theilbar, also o = a,
ac=a'=1 (mod.p,) ist, so ergieht sich
y=ec+1 (mod p,).

Um eine &hnliche Congruenz fiir das andere Primideal p zu er-

halten, setze man die kubische Gleichung, deren Wurzel w ist, in die Form

u(uW'+3ae)+a(a’—b") = 0;
da a’—b* durch 9, also durch p* theilbar ist, so folgt hieraus die Congruenz
w(w'+3ae)=0 (mod. p*);
nun ist u zwar durch pp, aber nicht durch p* theilbar (weil sopgt w durch
p’p,, also durch 3 theilbar wiire), mithin
w+3ae=0 (mod.p?);
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vergleicht man dies mit der obigen Congruenz
w+3ae=3(y—c) (mod.9),
welche, weil 9 durch p* theilbar ist, auch fiir den Modul p* gilt, so folgt
dass 3(y —e¢) durch p* theilbar ist, und da 3 zwar durch p°>, aber nicht
durch p* theilbar ist, so ergiebt sich die gesuchte Congruenz
y=e¢ (mod.p).
Besonders hervorzuheben ist aber noch das obige Resultat, dass es
in jedem Korper zweiter Art eine ganze Zahl  giebt, welche nicht in dem

Modul n enthalten ist; hieraus folgt, dass die Hauptordnung o ein echter
Theiler von n, also (o, n) >1 ist.

§ 4.
Die Grundzahl D.

Mit Hiilfe der eben gefiihrten Untersuchung iiber die in 3ab auf-
gehenden Primideale gelingt es nun ohne Schwierigkeit, die Hauptordnung o
jedes reinen kubischen Korpers K und hiermit seine Grundzahl D, sowie
die in den Gleichungen

3ab = k(o,n), D= -3~
auftretenden natiirlichen Zahlen & und (o,m) zu bestimmen. Nach einem
allgemeinen Satze der Modultheorie (D. § 171. L. S.511) ist o(o,m) >n
d. h. jede Zahl des Moduls o wird durch Multiplication mit (o, n) in eine
Zahl des Moduls n verwandelt. Bedeutet daher @ jede beliebige ganze Zahl
des Kirpers K, d. h. jede in o enthaltene Zahl, so wird (o, n)w, also auch
k(o,m)w = 3abw in dem Modul n enthalten sein, und folglich ist

3abw = s+ za+yp,

wo z, x, y ganze ralionale Zahlen bedeuten; um daher alle Zahlen w zu
finden, haben wir alle Systeme z, , y zu suchen, fiir welche

s+xet+yl=0 (mod 3ab)
wird. Bedeutet nun zuniichst p eine in a aufgehende natiirliche Primzahl,
so ist, wie in § 3 gezeigt ist, op =9’ und da o’ =ab’, ’=da’b ist, so
leuchtet ein, dass p die hochste in e, und p* die hiochste in 2 aufgehende
Potenz des Primideals p ist. Aus der Congruenz

s4-zo+yl =0 (mod. p’)
folgt daler zuniichst z== 0 (mod. p), mithin muss = als rationale Zahl auch

7*
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durch p, also durch p* theilbar sein (D. § 179. S. 563), und hierdurch
kommt die vorstehende Congruenz auf

ze+yfB = 0 (mod. p°)
zuriick.  Aus dieser Congruenz folgt wieder ze=— 0 (mod. "), und da @
picht durch p* theilbar ist, so muss die rationale Zahl = durch p, also
auch durch p theilbar sein. Hierdurch reducirt sich unsere Congruenz
auf yf—0 (mod. p°), und da B nicht durch p* theilbar ist, so muss auch

die rationale Zahl y durch p, also auch durch p theilbar sein. Mithin sind
alle drei Zahlen z, @, y durch p theilbar.

Offenbar gilt ganz dasselbe fiir jede in b, also fiir jede in ab auf-
gehende natiirliche Primzahl p, und da ab ein Product von lauter ver-

schiedenen Primzahlen p ist, so miissen die ganzen rationalen Zahlen z, z, ¥
alle durch ab theilbar, also von der Form

3 = abw, = abu, y = abo
sein, wo w,u, v wieder ganze rationale Zahlen hedeuten; zugleich wird
3w = w+uotopf,

mithin ist 03 =n, d. h. jede ganze Zahl w wird schon durch Multiplication
mit 3 in eine Zahl des Moduls n verwandelt.

Ist nun ab theilbar durch 3, gehiort also die Zahl 8 zu den eben
betrachteten Primzahlen p, so miissen auch die Zahlen w, u, » durch 3
theilbar sein, mithin ist jede Zahl @ auch in n enthalten, d. h. es ist 0 =1,
(o,m) =1, k= 3ab. Betrachten wir ferner den anderen Fall, in welchem
K ebenfalls ein Korper erster Art, also a"=b"=1 (mogq, 8), aber a'<b
picht durch 9 theilbar ist, so ist (nach § 3) auch jetst 03 =p° und die
Zahl u=o—a ist durch p, aber nicht durch p* theilbar. Multiplicirt man
nun mit b und bedenkt, dass b3 = e’ = (u+a)’ ist, so wird

3bw = bw+bu(u+a)+e(u-+ta)
= @yt-x, U+ 2, 10,
wo die Zahlen
x, = bw +abu+a’v, x, = bu+2av, T, =0
ebenfalls ganze rationale Zahlen sind und der Congruenz
wytzputa et =0  (mod. p*)
geniigen; da aber p und p’ die hichsten resp. in u und @' aufgehenden

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063701



Digitale Bibliothek Braunschweig

Dedekind, iiber die Anzahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahlkirpern. 53

Potenzen von p sind, so ergiebt sich ebenso wie oben, dass die Zahlen
xy, x,, x, der Reihe nach durch p, also auch durch 3 theilbar sind, und
hieraus folgt offenbar, dass auch die Zahlen v, w, w der Reihe nach durch
3 theilbar sind; mithin ist auch in diesem Falle jede Zahl @ in dem
Modul n enthalten, und es gilt folglich der
Satz. Ist K ein Korper erster Art, so ist
o=u=[le, 3],
k=3ab, D=—3k
Zugleich ergiebt sich fiir diesen Fall, wie der Leser aus § 3 leicht

ableiten wird, die folgende Darstellung aller in der Grundzahl D auf-
gehenden Primideale p. Geht p in ab auf, so ist

Pi=s [P, o, ﬁ]v
wo p wieder die durch p theilbare natiirliche Primzahl bedeutet; geht
aber p nicht in ab auf, ist also p = 3, und ab nicht theilbar durch 3, so ist

p =[30—a,pB-b]
Hierauf wenden wir uns zu den Korpern K von zweiter Art, also
zu den Korpern K, welche durch die Congruenz a= + b (mod. 9) charak-

terisirt sind, woraus zugleich folgt, dass ab nicht durch 3 theilbar ist.
Wir haben schon am Schlusse von § 3 hervorgehoben, dass in diesem
Falle die Hauptordnung o ein echter Theiler des Moduls n, also (o,n)>1
ist; da ferner in dem gegenwiirtigen § 4 bewiesen ist, dass der Modul n
immer ein Theiler des Hauptideals 03 ist, so ist nach zwei allgemeinen
Siitzen der Modul- und Idealtheorie (D. § 171. S. 510 und § 180. S. 564)
(o, ) (n,03) = (0, 03) = N(03) = N(3) = &,

also ist (o,m) eine der Potenzen 3, 3% 8% zufolge § 3 ist aber auch
3ab = k(o,n), und da ab nicht durch 3 theilbar ist, so ergiebt sich (o, 1) = 8,
k=ab. Es ist nun auch leicht, die Hauptordnung o als endlichen Modul
darzustellen. Zu diesem Zweck erinnern wir an das in § 3 gewonnene
Resultat, dass die in n nicht enthaltene Zahl

14 ac+bf
o i

eine ganze Zahl, also in o enthalten ist; setzen wir daher
0 = n+[;'] = [1, o, 3, 7],
80 ist der Modul o, ein Vielfaches von o und zugleich ein Theiler von n
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(néimlich der grisste gemeinsame Theiler von n und [y]), und hieraus folgt
nach dem schon vorher benutzten Modulsatze
(o, D,) (011 n) = (o, n)= 3;

da endlich die in o, enthaltene Zahl 7 nicht in n enthalten, also o, ein
echter Theiler von n, mithin (o, n) > 1 ist, so folgt®), dass (o, n)= 3,
(0,0,) =1, also o=0, sein muss, womit die gesuchte Darstellung von o
gefunden ist. Bedenkt man noch, dass 1= 3y—aa—b3 ist, so leuchtet
ein, dass o auch als dreigliedriger Modul [y, @, 3] darstellbar ist. Das
Resultat unserer Untersuchung besteht daher in dem folgenden

Natz. Ist K ein Kirper zweiler Art, so ist

B ll+[7] ~ [11 a, 3, 7] e [?'v ) ﬂ]a
k= ab, D =-3F.

Auch fiir diesen Fall lisst sich die Darstellung der in D auf-
gehenden Primideale p in Form von endlichen Moduln leicht aus § 3 ab-
leiten; da sie aber fiir den weiteren Verlauf unserer Untersuchung nicht
erforderlich ist, so begniigen wir uns, die Resultate kurz anzugeben. Geht
die durch p theilbare natiirliche Primzahl p in ab auf, so ist

p=[py, e B]l=0(p, e, f];

ist aber p =3, so findet man fiir die in der Zerlegung 03 = p’p, auf-
tretenden Primideale p, p, und deren Product die Darstellungen
b, = 3, a—a, 1]
b=ppit[r—cl=[3,7—¢ a—a,f-b],
o=pptly~c—1]=[3,7—c-1,a—a,f=B],
und .das Product pp, ist zugleich der Fihrer der Ordnung w, d. h. dey
Quotient 11: 0 oder auch der grosste gemeinsame Theiler aller in der Ordnung y
enthaltenen Ideale (D. § 180, S. b72). —
g Nach(?em in all?n Fiillen gezeigt ist, wie diec Grundzahl D — — 3
:]/::s in it:)lelée: Invarianten a, b abl.w:ngt, bemerken wir zum Schluss,
gensatz zu der Theorie der quadratischen Korper — der

l-c.i.ne kubisc,he ”Ktirper K oder vielmehr das System der drei conjugirten
Korper K, K', K" offenbar durch die gemeinsame Grandzahl D im allgemeiney

e
) Diese Folgerung (o,,n) = 3 bestiitigt sich leicht durch di B
die drei Zahlen 0, 7, 2y offenbar ein Restsystem von 0, nach n bilden ?D. e;n ;;I;unsg t 5?);8)8
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noch nicht vollstindig bestimmt ist; so z. B. tritt in den beiden Zeilen 4
und 5 der Tabelle (§ 2) derselbe Werth k= 18 auf, mithin haben die

beiden giinzlich verschiedenen Korpersysteme K, K', K", von denen das
3 3
eine durch V6, das andere durch V12 erzeugt wird, dieselbe Grundzahl

D = —2°.3° und Aehnliches wiederholt sich in den Zeilen 13, 14 und in
den Zeilen 17, 18 der Tabelle. Dass dieselbe Erscheinung auch bei
Korpern zweiter Art auftritt, zeigt die Vergleichung des Invariantenpaars
a=34=2.-17, b="7 mit dem Invariantenpaar ¢ =119 =7-17, b= 2,
denen derselbe Werth k=ab=2.7.17, also dieselbe Grundzahl D = —3-2*.7*.17*
entspricht, weil in beiden Fillen a =5 (mod. 9) ist.

Die in der Grundzahl nicht aufgehenden Primideale.

Wir wenden uns jetzt zu der Aufgabe, auch alle diejenigen natiir-
lichen Primzahlen p, welche nmicht in der Grundzahl D aufgehen, in ihre
idealen Primfactoren p zu zerlegen. Um die Kiorper von erster und zweiter
Art gemeinsam zu behandeln, erinnern wir daran, dass (nach § 4) jede
ganze Zahl @ in K durch Multiplication mit 3 jedenfalls in eine Zahl des
Moduls n=[1,e,/3] verwandelt wird; da p=+1 (mod. 3), so ist also
auch das Produet (1 F p)w, welches = w(mod. p) ist, in n enthalten, und
man kann daher immer

w=s+ze+yl (mod. p)

setzen, wWo z x,y ganse rationale Zahlen bedeuten. Durchliuft jede von
ihnen ein bestimmtes System von p incongruenten Zahlen (mod. p), so
nimmt der Ausdruck rechter Hand p® verschiedene Werthe » an, und jede
in 1 enthaltene Zahl ist wenigstens einer dieser Zahlen » congruent (mod. p);
zufolge der vorstehenden Congruenz ist aber auch jede ganze, d. h. jede
in 0 enthaltene Zahl @ mit einer Zahl » congruent, und da die Anzahl
(0, 0p) aller nach p incongruenten Zahlen w ebenfalls = N(op) = N(p) = p’
ist, so ergiebt sich, dass die genannten Zahlen » simmtlich incongruent
(mod. p) sind und folglich ein Restsystem von o nach op bilden (D. § 180.
S. 564); es kann daher auch nwr dann w =0 (mod. p) werden, wenn
s=zr=y=0 (mod. p) ist.®)

: *) In der Zeichensprache der Modul- und Idealtheorie (D. § 169. S. 496, 498
und § 171. 8. 510 und § 180. 8. 564) driicken sich diese Beziehungen zwischen o, n
und p auf folgende Weise aus: n+4op =0, n—op =np, also (n,0p) = (n,np)
= (0, 0p) =N(p) = p".
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Benutzt man nun den fiir alle ganzen algebraischen Zahlen & #,C...
geltenden Satz (D. § 185. S. 617)
E+n+C+- - =§+n"4L+--+ (mod. p)
und bedenkt, dass nach Fermat fiir jede ganze rationale Zahl 5 immer
#’ =5 (mod. p) ist, so ergiebt sich
o' =s+za’+y  (mod. p)
und durch Wiederholung dieses Verfahrens allgemein
o’ =stae’ +yAY"  (mod. P),
wo n jede natiirliche Zahl bedeutet. Das Verhalten der Primzahl p ist
nun ganz verschieden, je nachdem p= +1 oder p=—1 (mod. 3) ist; wir
trennen daher unsere Untersuchung in zwei Haupttheile und betrachten
zuerst den einfacheren Fall
L p=3m—1=— (mod. 3).

. D.aml ist p'—~1=(p+1)(p—1) = 3m (p—1), und da ab nicht durch p
theilbar ist, so folgt aus dem Satze von Fermat

e’ = (ab®)" o) = 1 (mod. p)

/gpz_l £ (alzl))m(p-—l)-_:__ 1 m
also i

W=, fP=H (mod.p),
und folglich geniigt jede ganze Zahl o des Korpers K der Congruenz
. w’ =@ (mod. p).
Hieraus folgt erstens, dags p durch

sein kann; denn wenn ip irgend einem end)j
einer Congruenz von der Form

kein Primidealquadrat theilbar
chen Korper jede ganze Zahl w

W= lw?-l-‘uaf-f-vw“—i- »++ (mod. )

g:;:gtk;;etse;; dbesstimmtes Ideal, und by py v ... bestimmte ganze Zahlen

o ¥ é ]0 ‘mlisste, foenn @ durch das Quadrat eines Primideals p

es miisste p s’eljbt d(l.lmh zp theilbare Zahl o auch durch p* theilbar, d. h.
St durch p* theilpar sein, was unmaglich Rale

Da ferner (i X
Congruenz = (o, o )le Azl der incongruenten Wurzeln @ dex obigen
(D. §180. 8 57’0)1’ tal 2180 grisser als ihr Grad p* ist, 80 folgt sweitens
» 488 0p selbst kein Primideal, also ein Product von zywe;
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oder drei verschiedenen Primidealen ist. Im letzteren Falle miissten diese
drei Primideale, weil das Product ihrer Normen = N(op) = p* ist (D. § 180.
S. b64), alle vom ersten Grade sein, es miisste daher (D. § 180.V. 8. 570),
wenn o jede ganze Zahl bedeutet, w’—w durch jedes dieser Primideale,
also auch durch ihr Product op theilbar sein; nun ist aber z B. a?~?
= oD = (ab®)""!, und o’ = bf3, also ¢’ =gf3, wo g eine ganze rationale
Zahl bedeutet, mithin ist die in n enthaltene Zahl o —a? =a—g3 nicht
durch p theilbar, und folglich unsere Aunnahme unzuliissig. Das Resultat
unserer Untersuchung besteht also darin, dass op ein Produet von zwei ver-
schiedenen Primidealen p,p, ist; offenbar muss das eine vom ersten, das
andere vom zweiten Grade sein, und wir kinnen daher

: op = phy, N(p) ) i N(pl> ol PZ
setzen. — Hierauf wenden wir uns zu dem Falle
IL p=3m+1=+1 (mod. 3).

Dann hat bekanntlich (D. § 31. 8. 73) die Congruenz «' = 1 (mod. p)

drei incongruente rationale Wurzeln u=1, r, r’, wo
r+r4+1=0 (mod. p)

ist; bedeutet ferner ¢ irgend eine durch p nicht theilbare ganze rationale
Zahl, so ist ¢ = ¢ =1 (mod.p), und folglich ¢"=1'(mod.p), wo der
Exponent e nach dem Modul 3 bestimmt ist; je nachdem e durch 3 theilbar
oder untheilbar ist, ist die Zahl ¢ kubischer Rest oder Nichtrest von p, d. h.
die Congruenz w’=c (mod. p) hat im ersten Falle drei incongruente Wurzeln w,
im letzteren gar keine.

Wendet man dies auf die Zahl ¢ = ab® an und bedenkt,
(ab®) (a’b) = (ab)’ ist, so kann man glelchzeltlg

(@b’ )" =r', (a’b)" = (mod. p)
setzen, und hieraus folgt

dass

e’ = oy, o’ =qar*, o=

3P = B, 87 = fr, 31"—/3 J } (mot. )
mithin geniigt jede ganze Zahl w der Congruenz
o” = o (mod. p).

Hieraus folgt wieder erstens, dass p durch kein Primidealquadrat
theilbar ist. Wir wollen sweitens beweisen, dass p durch kein Primideal
Journal fiir Mathematik Bd. CXXI. Heft 1. 8

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063701



Digitale Bibliothek Braunschweig

58 Dedekind, iber die Anzahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahlkorpern.

zweiten Grades p theilbar sein kann; wiire dies némlich der Fall, so miisste
(D. § 180. V. 8.570) jede ganze Zahl w ausser der vorstehenden auch den
Congruenzen w? = o (mod. p), w”' = w’ (mod. p), mithin auch der Congruenz
w? = w (mod. p) geniigen; dann wiire aber die Anzahl (0, p) = N(p) = p* der
incongruenten Wurzeln w dieser letzten Congruenz grisser als ihr Grad p,
was unmoglich ist (D. § 180. 8. 570), und folglich ist unsere Annahme, p sei
durch ein Primideal zweiten Grades theilbar, unzuliissig. ;

Es bleiben daher nur zwei Fiille iibrig: entweder ist op ein Product
von drei verschiedenen Primidealen ersten Grades p, p,, p,, oder op ist selbst
ein Primideal dritten Grades. Im ersteren Falle ist w?—w fiir jede ganze
Zahl @ durch jedes der drei Primideale p, p, p,, also auneh durch ihr
Product op theilbar; wendet man dies auf die Zahl w = e an, so folgt, dass
a(1—7") durch p theilbar ist, und da e relative Primzahl zu p ist, so er-
giebt sich r* = 1 (mod.p), also e =0 (mod.3), d. h. die Zahl ab® (und
ebenso a’b) ist kubischer Rest von p. Umgekehrt, wenn dies der Fall,
also e durch 3 theilbar ist, so folgt e’ =e, 3” =7 (mod. p), also auch
allgemein w? = w (mod. p), und es kann daher op kein Primideal sein, weil
sonst die Anzahl (o, 0p) = p’ der incongruenten Wurzeln w dieser Congruenz
grosser als ihr Grad p wire. Das Resultat unserer Untersuchung besteht
also hierin: Es ist

op = PpiPs, N(p) = N(p,) = N(p.) = p,

WO P, Py, P, drei verschiedene Primideale bedeuten, oder es ist op selbst ein

Primideal dritten Grades, je nachdem die Zahl ab® kubischer Rest oder Nicht-
rest von p ist.

§ 6.
Die Dirichletsche Idealfunction.

Das Ziel, welches wir in der gegenwiirtigen Abhandlung zu erreichen
suchen, besteht in der Bestimmung der Ansahl h der Idealklassen im Kirper K
Die hierzu fithrende, von Dirichlet vorgezeichnete Methode stiitzt sich be:
kanntlich (D. § 184. S. 609—611) auf die Betrachtung der Funetion

1 1
Ny = ”Iw

N(py
wo a in der Summe alle Ideale, und p in dem Prodycte alle Primideale
des Korpers durchliuft, und zwar kommt Alles darauf ap zu untersuchen

t)

Je'E
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wie sich diese Function J der Variabelen s fiir unendlich kleine positive
Werthe von s—1 verhiilt. Bezieht sich ndmlich das Grenzzeichen lim auf
diese Anniherung der Variabelen s an die Zahl 1, so wird
lim(s—1)J = gh,
wo h die Klassenanzahl der Ideale, und ¢ eine wesentlich von der Grund-
zahl D und von den Einheiten des Korpers abhiingende Constante bedeutet,
deren allgemeiner Ausdruck
2" E i
="y
jetzt fiir unseren Fall eines reinen kubischen Korpers K zu specialisiren ist.
Der Nemner y(D) ist die positive Quadratwurzel aus dem absoluten
Werthe (D) der Grundzahl D = — 34, also y(D) = kV3, wo V3 positiv, und
k= 3ab oder = ab ist, je nachdem K ein Korper erster oder zweiter Art
ist. Das Zeichen 72 hat die gewthnliche Bedeutung der Ludolfschen Zahl
3,14159 ..., und » ist der Grad des Korpers K, also »=3. Die Zahl »
ist dadurch bestimmt, dass (2v—mn) die Anzahl der reellen, also 2(n—») die
Anzahl der imaginiiren unter den mit K conjugirten Korpern K, K', K" ist;
mithin ist » = 2. Die Constante E bestimmt sich durch rE = S', wo » die
Anzahl 2 aller in dem (reellen) Korper K enthaltenen Einheitswurzeln + 1,
und S’ den Regulator eines Fundamentalsystems S von (v—1) Einheiten
in K bedeutet (D. § 183. S. 597, 602); da » = 2 ist, so besteht S aus einer
einzigen Einheit é=1, und der Regulator S' ist = loge, mithin E = Jloge
(und alle Einheiten in K haben die Form +¢”, wo m alle ganzen rationalen
Zahlen durchliuft). Durch das Eintragen aller dieser Werthe in den ohigen
Ausdruck erhalten wir

__2nloge
faal T 4
mithin
2nloge
i —’1 J=I T R
lim(s—1) h P
Fiir die Bildung der Function J, zu welcher wir jetzt iibergehen,
legen wir die Productform zu Grunde; durchliuft p alle natiirlichen Prim-
zahlen, und hezeichnen wir mit F(p) denjenigen Factor von J, welcher von
allen verschiedenen in p aufgehenden Primidealen p herriihrt, so wird
= I1F(p);
8*
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setzen wir ferner zur Abkiirzung
plgie ol
e a1
prs
wo n irgend eine natiirliche Zahl bedeutet, so ergeben sich (nach §§ 3, b)
die folgenden Regeln zur Bestimmung des Factors F(p).

1) Geht p in k auf, so ist op =p°, wo p ein Primideal ersten Grades,
also N(p).= p, mithin F(p)= P, :

2) Geht p nicht in &, aber in D auf, so ist p =3 und K ein KOI‘PGI'
zweiter Art; dann ist 0p =03 =p’p,, wo p und p, zwei verschiedene Prlmz-
ideale ersten Grades bedeuten, also N(p) = N(p,) = 3 = p, mithin F(p) = F

3) Geht p nicht in D auf, und ist p = —1 (mod. 3), 80 ist op = PPy
N(p) = p, N(p,) =p*, mithin F(p) = P,P,. 2

4) Geht p nieht in D auf, ist ferner p= -1 (mod.3), und a.b
kubischer Rest von p, so ist op =pp,p,, NO») = N(p,) = N(p.) = ps mithin
F(p) = P

) Geht p nicht in D auf, ist ferner p = 41 (mod. 3) und ab’ kubischer
Nichtrest von p, so ist op ein Primideal dritten Grades, mithin F(p) = Po

3 F

Der quadratische Kérper von der Grundzahl —3.

Aus der Vergleichung der beiden letzten Regeln fiir die Primzahlen
p, welche = +1 (mod. 3) sind und nicht in D aufgehen, leuchtet ein, dass
zur Bildung unserer Function J die Theorie der hubischen Reste durchaus
erforderlich ist. Gauss hat sich seit dem Jahre 1805 mit dieser Theorie
und derjenigen der biquadratischen Reste beschiiftigt*) und hierbei bald die
iiberaus folgenreiche Entdeckung gemacht, dass, um dieselben auf einen
gleichen Grad von Vollkommenheit zu erheben wie die Lehre von den
quadratischen Resten, das Gebiet der hioheren Arithmetik, in welcher bis
dahin nur rationale ganze Zahlen betrachtet waren, durch die Einfithrung
von neuen ganzen Zahlen erweitert werden muss, welche aus dritten oder
vierten Wurzeln der Einheit gebildet sind, und hiermit war zugleich der
Grund fiir die allgemeine Theorie der ganzen algebraischen Zahlen gelegt.
Gauss hat aber von seinen Untersuchungen nur die auf die biquadratischen
Reste beziiglichen theilweise veroffentlicht, und die in seinem Nachlass vor-

*) Vergl. Bd. Il seiner Werke, . 50, 67, 102, 161, 165, 166, 171.
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gefundenen Aufzeichnungen iiber die aus dritten Wurzeln der Einheit ge-
bildeten Zahlen sind wegen ihrer Unvollstindigkeit nicht in die Herausgabe
seiner Werke aufgenommen®), Den in diesem Zahlengebiete @ (dem
quadratischen Korper von der Grundzahl —3) geltenden Reciprocitiitssatz
fiir die kubischen Reste hat zuerst Jacobi**) bekannt gemacht und in seinen
Vorlesungen bewiesen; derselbe, aus der Theorie der Kreistheilung ge-
zogene Beweis ist spiter von Eisensteint), der ihn ohne Zweifel unabhiingig
von Jacobi gefunden hat, zuerst veriffentlicht. Da dieser Gegenstand
seitdem von mehreren Autorenyy) behandelt und als hinreichend bekannt
anzusehen ist, so begniigen wir uns, die wichtigsten, fiir unsere Untersuchung
nothwendigen Thatsachen kurz in Erinnerung zu bringen.

Der durch die imaginiire dritte Einheitswurzel ¢ erzeugte quadratische
Korper Q0 von der Grundzahl —3 besteht aus allen Zahlen @ von der
Form x+y¢, wo z,y rationale Zahlen bedeuten, und jede solche Zahl
geht durch die nicht identische Permutation des Korpers in die conjugirte
Zahl o' =a+ye'=a—y—yo iiber. Da von den Zahlen des reinen
kubischen Kirpers K im Folgenden gar nicht mehr die Rede sein wird,
80 bezeichnen wir die Norm we' = a’—ay+y’ unbedenklich mit N(w),
und ebenso setzen wir die aus allen gamzen Zahlen o bestehende Haupt-
ordnung [1,¢] =0. Die sechs Einheiten des Korpers sind die Zahlen + 1,
+ 9, +¢° die wir gemeinsam immer mit ¢ bezeichnen. Alle Ideale des
Korpers sind Hauptideale, d. h. jede von 0 und den Einheiten o verschiedene
ganze Zahl ist entweder eine Primzahl 7 des Korpers, oder sie ist zu-
sammengesetzt, und im letzteren Falle kann sie stets und wesentlich nur
auf eine einzige Art als Product von lauter Primzahlen z dargestellt werden,
wobei die sechs mit einer Zahl @ associirten Zahlen ow als nicht wesentlich

*) Vergl. unten § 11.

*) Ueber die Kreistheilung und ihre Anwendung auf die Zahlentheorie (Monats-
berichte der Berliner Akademie vom Jahre 1837, wieder abgedruckt in Crelles Journal,
Bd. 30; 1846).

+) Beweis des Reciprocititssatzes fiir die kubischen Reste in der Theorie der
aus dritten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten complexen Zahlen (Crelles Journal
Bd. 27; 1844). — Nachtrag zum kubischen Reciprocititssatze fiir die aus dritten Wurzeln
der Einheit zusammengesetzten complexen Zahlen. Kriterien des kubischen Charakters
der Zahl 3 und ihrer Theiler (Crelles Journal Bd. 28; 1844).

+4) Vergl. namentlich Bachmann: Die Lehre von der Kreistheilung und ihre
Beziehungen zur Zahlentheorie. Leipzig, 1872 (Vorlesungen 14 und 15),

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063701



Digitale Bibliothek Braunschweig

62 Dedekind, iiber die Anzahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahlkirpern.

verschieden angesehen werden. Das System aller Primzahlen 7 ergiebt
sich in folgender Weise aus der Betrachtung der durch sie theilbaren
natiirlichen Primzahlen p. Die Zahl p =3 = (1=p) (1—?) = —@*(1—p)* ist
wesentlich das Quadrat der Primzahl ersten Grades 7 = 1—g; ist p=+1
(mod. 3), so ist p=nan'= N(n)= N(2) das Product von zwei conjugirten,
wesentlich verschiedenen Primzahlen ersten Grades n und 2'; ist p=—1
(mod. 3), so ist p selbst eine Primzahl zweiten Grades = in @, also
N(an) =p*. Mit Ausnahme des ersten dieser drei Fille ist daher immer
N(n)=+1 (mod. 3).

Ist w irgend eine von O verschiedene Zahl i i ie
Anzahl (o, ou) aller nach « incongruenten Zahlen in 0; ';)ez,ei:gn:: v?i[fﬁ;%rjer
mit ¢'(«) die Anzahl derjenigen incongruenten Zahlen w, welche relative
Primzahlen zu w sind, so ist ¢'(0) =1 und, wenn « keine Einheit ist,

¢ () = N 17 (1 - %ﬂ)),

wo n alle wesentlich verschiedenen, in u aufgehenden Primzahlen durch-
linft; zugleich ist
u)@'(lrl) == (mOd. ‘lt).
Ist 7 eine wom (1—g@) verschiedene Primzahl, also N(n) = 3m+1
. . ok, ?
¢'(n) = 3m, so geniigt jede durch 7 nicht theilbare Zah] o der Congruenz
w'"—1 = (@"—1) (0" —¢) (@"—¢") = 0 (mod. n)
} : b2 :
und da bekanntlich keine der drei Congruenzen
w"=¢° (mod. n),

wo e=0, 1,2 (mod. 3) zu setzen ist, mehr als m incongruente Wurzeln
haben kann, so muss jede von ihnen genau m solche Waurzeln haben, Die-
jenigen m Zahlen w, fiir welche e=0 (mod.3) wird, sind gje kubischen
Reste der Primzahl z, d. h. fiir jede dieser Zahlen w (und nur fiir diese)
giebt es eine oder vielmehr drei incongruente Wurzeln & der Congruenz
& =w (mod. 7). Die iibrigen 2m Zahlen @ sind die kubischen Nichtreste
von 7, und sie vertheilen sich in gleicher Anzahl m auf die beiden Fiille
e=1, 2 (mod. 3). In allen Fiillen nennen wir die durch w vollst(tndig be-
stimmte Einheitswurzel ¢° den hubischen Charakter oder kurz den Charakier

der Zahl w in Bezug auf die Primzahl 7 und setzen nach Jacobi

(2)-v
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weil hier und in der Folge eine Verwechselung mit dem Symbeol von
Legendre in der Theorie der quadratischen Reste nicht zu befiirchten ist.")
Unser Symbol wird also vollstindig erklirt durch

(2)=1()=0" (moi.n),

wo m die obige Bedeutung hat. Hieraus folgt zuniichst, dass der Werth
des Symbols ungeiindert bleibt, wenn die Primzahl 2 durch eine associirte
Zahl on, oder wenn @ durch eine nach 7 congruente Zahl ersetzt wird,
und da fiir je zwei durch 7 nicht theilbare Zahlen o, w, offenbar das Gesetz

0, m, W, \ [ W,
COBENED
gilt, so fillt das Symbol, als Function aller durch 7 nicht theilbaren
Zahlen @ angesehen, unter den allgemeinen Begriff eines Charakters einer
Abelschen Gruppe, welche letztere hier von den 3m Zahlklassen w (mod. n)
gebildet wird (D. § 184. S. 612); diejenigen m Zahlklassen, welche aus den
kubischen Resten von 7, also aus den Zahlen w hestehen, deren Charakter =1

ist, bilden ebenfalls eine Gruppe, d. h. sie reproduciren sich durch Multipli-
cation. Da +1=(+1) so ist stets

x5 o U
(5)=1
Bedenkt man ferner, dass jede Potenz ¢° durch die nicht identische
Permutation des Korpers in ¢* also die obige Congruenz o™= ¢* (mod. n)

in die Congruenz ™= ¢" (mod.2") ilbergeht, so ergiebt sich aus der
Definition des Symboles das Gesetz

o' w\?
<n;> oy (71') ;
Wenden wir dies anf den Fall an, wo @ eine rationale Zahl ¢, also

¢ = ¢ ist, so ergiebt sich
2
S o

Ist nun erstens die durch z theilbare natiirliche Primzahl p = —1 (mod. 3),
so sind 7 und 7' associirt mit p = p, mithin

(%) =1, wenn p=-—1 (mod. 3);

*) Von dieser Ausdrucks- und Bezeichnungsweise weicht die von Eisenstein benutzte

ein wenig ab.

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063701



Digitale Bibliothek Braunschweig

64 Dedekind, iber die Anzahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahlkdrpern.

dasselbe ergiebt sich auch daraus, dass in diesem Falle 3m = (p+1)(p—=1)
also m theilbar durch p—1, und folglich ¢" =1 (mod. p) ist. Wenn aber
aweitens p = 3m+1=-+1 (mod. 3) ist, so sind =, 2’ zwei wesentlich ver-
schiedene Primzahlen ersten Grades, und es ist entweder

(2)=()=1
(=0 ()=¢
(2)=e1(z)=¢

Im ersten dieser drei Fiille, und nur in diesem, ist ¢ kubischer Rest vom 7
also ¢"=1 (mod. ), und da hieraus offenbar auch ¢"= 1 (mod. p) folgt, 8¢
ist (nach § 5.1I) die Zahl ¢ auch kubischer Rest von p im Korper der
rationalen Zahlen; und umgekehrt, wenn Letzteres der Fall ist, so leucht(?t
unmittelbar ein, dass ¢ auch im Korper Q kubischer Rest von 7 (und 71)
ist; mithin tritt der erste der drei obigen Fiille dann und nur dann ein,
wenn ¢ im Korper der rationalen Zahlen kubischer Rest von p ist. e
An dieser Stelle brechen wir die Aufzéihlung der fiir uns wichtigen
Eigenschaften des Korpers Q vorliufig ab, um sie spiiter wieder aufzunehmen.
Das Vorstehende reicht néimlich schon aus, um die in § 6 begonnene DAar-
stellung der Idealfunction J des reinen kubischen Kiorpers K wesentlich zu
vereinfachen. Zu diesem Zwecke filhren wir, wenn die Invarianten @, ©
des Korpers K und die daraus abgeleiteten Zahlen k und D = —34° ibre
frithere Bedeutung (§§ 3, 4) behalten, fiir jede Primzahl 7 des quadratischeﬂ
Kirpers  eine Function y(n) ein, welche fiir alles Folgende von der
grossten Wichtigkeit ist; bedeutet p wieder die durch z theilbare natiirliche

Primzahl, so definiren®) wir auf folgende Weise:
I. Geht =, also auch p in k auf, so setzen wir

y(a) =0,
I Geht 2, also auch p nicht in & wohl aber in D auf, 80 ist p = 3,
also @ associirt mit (1—¢), und der Korper K ist von zweiter Art; in diesem
Falle setzen wir :

oder

oder

p(a) = 1.

*) Die hier fiir die Primzahlen 7, spiiter fiir alle ganzen Zahlen w des Kérpers @
erklirte Function ¥ hﬁngt offenbar unsymmetrisch, aber so von den Invarianten a, b
des Korpers K ab, dass sie durch deren Vertauschung in ihr Quadrat iibergeht

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063701



Digitale Bibliothek Braunschweig

Dedekind, iiber die Anzahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahlkirpern. 65

IIL. In den iibrigen, also in allen denjenigen Fillen, wo =, also
auch p nicht in D aufgeht, setzen wir

b?
y(n) =(%)7
wo das Symbol rechter Hand die oben angegebene Bedeutung hat, also

eine Potenz von ¢ ist.
Aus dieser Definition folgen offenbar fiir alle Primzahlen n zuniichst
die beiden Siitze :
Iv. w(on) = (@),  w@)=y@).
Man iiberzeugt sich ferner leicht, dass in allen fiinf Fillen, welche
am Schlusse von § 6 aufgezihlt sind, die dort erklirte Function F(p) durch

den Ausdruck

1 1
g e
» N(zy

dargestellt wird, wo das Produectzeichen I7 sich auf alle wesentlich ver-
schiedenen, in p aufgehenden Primzahlen n bezieht. Um dies zu beweisen,
bezeichnen wir den Ausdruck rechter Hand vorliufig mit F,(p); gehen wir
die fiinf Fiille am Schlusse von § 6 unter Beibehaltung der dortigen Be-
deutung von P, einzeln durch, so ergiebt sich Folgendes:

1) Zufolge der Definition I ist v(2) =0 fiir jede in p aufgehende
Primzahl, mithin F,(p) = Ps.

2) Zufolge der Definition II ist yw(n) =1 fiir die wesentlich einzige
in p aufgehende Primzahl 7 =0 (1=g), und da N(n)=3 =p ist, so wird
F, 1 (P) =P f

3) Die wesentlich einzige in p aufgehende Primzahl z ist p selbst;
zufolge der Definition III und weil p = —1 (mod. 3) ist, wird daher

bl
Y(n) = (%‘r) e 14
und da N(n) = p* ist, so wird F,(p) = P, P, )
4) In diesem (wie in dem folgenden) Falle ist p durch zwei wesent.hch
verschiedene Primzahlen z1, 7' theilbar, deren Normen N(zt) = N(a') T sind;
da ferner @b® kubischer Rest von p, also auch von 7 und 7' ist, 80 18t Zu-

folge der Definition ITI:

b? x ab’
wm = (%) =1, v @ =(5)=1
mithin wird Fi(p)=PF}.
Journal fir Mathematik Bd. CXXI, Heft 1. 9
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5) Da in diesem Falle ab® kubischer Nichtrest von p, also auch
von 7, ' ist, so folgt aus der Definition III entweder

v =(")=0, p@)=(2)=¢"
oder
b? " . ”
v@ =)=, v =(%)=e
mithin wird in beiden Fillen

Ep=—5 1 . 1 =P,

1=t R e e
p-‘ pﬂ pJ
Nachdem hiermit fiir alle Fille die Identitit F(p) = Fi(p) bewiesen
ist, ergiebt sich fiir die Idealfunction J = IZF(p), wo p alle natiirlichen
Primzahlen durchlinft, die folgende Zerlegung
J=GH;
hier ist
1 n®
1=
wo sich das Productzeichen 77 auf alle natiirlichen Primzahlgn P, gag
Summenzeichen = auf alle natiirlichen Zahlen » bezieht, withren

3|
He= Mgy
N(xy

ist, wo das Productzeichen I7 sich auf alle wesentlich verschiedenen Prim-
zahlen 7 des Korpers Q hezieht. Wir wollen nun dieses unendliche Product i
ebenfalls in Form einer unendlichen Reihe da;stellen.

Sobald eine Function w(n) fiir alle Primzahlen 7 in Q und zwar so
definirt ist, dass fiir alle sechs mit z associirten Primzahlen oz immer
y(on) = () wird, so lisst sich die Function v stets zu einer Function Y (w)
jeder ganzen Zahl  in Q so erweitern, dass fiir je zwei solche Zahlen w,, w,
das Gesetz X

V. Y (0 0,) = p(@,)p(w,)
gilt; schliesst man noch die beiden leicht zu behandelnden, fiir uns aber
giinzlich interesselosen singuliiren Fille aus, wo die gegebenen Zahlen
y(n) alle =1, oder alle =0 sind, so kann eine solche Erweiterung der
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Function v auch nur auf eine einzige Weise ausgefiihrt werden. Soll

niimlich das Gesetz V bestehen, so muss zuniichst v (0) = (0)y (), mithin
YL w(0)=0

sein; da ferner nach unserer Voraussetzung w(on) = yw(n) ist, so muss

y(o)y(n) = y(n), also

VIL y(o) =1,
und folglich auch immer
VIIL y(ow) = y(w)

sein. Wiihlt man nun aus jedem System von sechs associirten Primzahlen
eine bestimmte nach Belieben aus und nennt dieselbe etwa eine primdire
Primzahl, so ist jede zusammengesetzte Zahl w von der Form

W = 07!17127!3...,

wo o eine bestimmte Einheit, und wo das System der primiiren Primzahlen
M, 7y 7 . .. ebenfalls vollstiindig bestimmt ist; nach dem obigen Gesetze,

welches offenbar fiir eine beliebige Anzahl von Factoren gelten muss,
ist dann

IX. y() = y@,) p,) yim) ...,

und folglich ist die geforderte Erweiterung der Function y nur auf eine

einzige Weise moglich. Dass aber umgekehrt die durch die vorstehenden
Bestimmungen VI, VII, IX erhaltene Function ¥ auch dem obigen Multipli-
cationsgesetze V geniigt, leuchtet unmittelbar ein.
aus IV fiir unsere Function y der Satz

X. p(@) = p(w).

Entwickelt man nun jeden Factor des unendlichen Productes H,

in welchem 7z ausschliesslich alle primiiren Primzahlen durchliuft, in eine
geometrische Reihe

Zugleich ergiebt sich

B Y@ y@? , ym?
1k lP(”) g N(n) 5 N(a)* + N(@)» ik
N(ny

so nimmt die letztere zufolge der Erweiterung unserer Function ¢ die Form

v  Y@) @) o s
1+N(7t)‘+N(n‘) TNEy T = ZNeey
an, wo n den Werth 0 und alle natiirlichen Zahlen durchliuft. Multiplicirt
9*
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man ferner alle diese, den primiren Primzahlen n entsprechenden Reihen,
80 erhiilt man

i = 2.3Ke)
N(w)*’

wo o jede Zahl von der Form
W = YA TP

einmal durchliuft, in welcher n,, n,, n,... von einander verschiedene primiire
Primzahlen, und n,, n, n,... ganze, nicht negative Zahlen bedeuten. Be-
denkt man endlich, dass je zwei verschiedene solche Zahlen @ auch nicht
associirt sind, und dass zu jeder Zahl w sechs associirte Zahlen u =ow
gehiren, denen dieselbe Norm N(u) = N(w) und derselbe Werth y(u) = y(w)

zunkommt, so erhilt man das Resultat
6H = 3 ¥

N(u)"
wo das Summenzeichen sich auf alle von Null verschiedenen ganzen

Zahlen w des Korpers Q bezieht. B
Aus der Definition der Function v geht hervor, dass (), fmmer

: de Prim-
Lo 3 ‘ i der Zahl k aufgeben
und nur dann = 0 ist, wenn w durch eine in “enden Glieder weg, so

zahl 7 theilbar ist; lisst man alle diese verschwin
e auszudeh
ist die obige Summe nur noch auf alle diejenigen sl o

" ist immer ejy
: . - Zahl k sind, und y () e
welche relative Primzahlen zu der ova SliF Bahloit 3 i ﬁnden,

Potenz von ¢. Um aber die allgemeine 7 ,

o oder :
fiir welche w(u) einen vorgeschriebenen Werth 1 oder ¢ ¢ besitgt,
bediirfen wir des kubischen Reciprocitﬁtssatzes.

§ 8.

sche Reciprocitntssatz.

Der kubi
Indem wir die in § 7 begonnene Aufziihlung der fiir unsere Untep.
suchung wichtigen Eigenschaften des Korpers Q wieder aufnehmen, schreijtey

wir zuniichst zu einer schon von Jacobi empfohlenen und auch von Ejsep-

stein benutzten Erweiterung des Symbols
=)
1
fiir alle Fille, wo u relative Primzahl zu 3w ist, wihrend bisher w« alg
Primzahl 7 vorausgesetzt war; diese Erweiterung ist genau auf dieselbe
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Weise durchzufithren wie diejenige der Funetion y in § 7. Wir setzen

daher
© =1

wo o wieder jede Einheit bedeutet; ist ferner die zusammengesetzte Zahl
W == T T Ty v o

als Product von lauter Primzahlen s, n,, n,... dargestellt, so setzen wir

(0] w w w
B-EEE
und diese Definition ist eine durchaus eindeutige, weil das vorstehende
Product ungeiindert bleibt, wenn die Primzahlen # durch associirte Prim-
zahlen omn ersetzt werden. Aus den frither erwiihnten Eigenschaften des
einfachen Symbols ergeben sich offenbar fiir das neue Symbol die Gesetze

(& - 1. ()= () (B =1, ()=,
(52)= (), =)= ()

und wenn wu, das Product aller wesentlich verschiedenen, in u aufgehenden

Primzahlen 2 oder auch irgend eine durch dieses Product theilbare Zahl
(z. B. u) bedeutet, so folgt aus

W, =w, (mod. u,) auch (w#l> ak (%)

Unser Symbol ist daher, als Function des Zihlers o angesehen, auch

jetzt ein Charakter der Abelschen Gruppe, welche von den ¢'(w) Zahl-
klassen @ (mod. w) gebildet wird.

Ist nun der Nenmer u des Symbols associirt mit der dritten Potenz

einer Zahl » (in Q), so leuchtet ein, dass fir alle ¢'(x) Zahlklassen
o das Symbol den Werth 1 hat, weil aus « = 0»® auch

1] 3
(9)= ()= ()= (=1
folgt. In jedem anderen Falle giebt es aber unter den hochsten in u auf-

gehenden Primzahlpotenzen 2 mindestens eine, deren Exponent e nicht

durch 3 theilbar ist, und man kann nach § 7 einen kubischen Nichtrest
4 der Primzahl n so wiihlen, dass

%) = ¢
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wird; setzt man nun w=wn‘, so ist » relative Primzahl zu n‘, und man
kann bekanntlich eine Zahl w, (mod. «) durch die Congruenzen
w, =1 (mod. »), w, =4 (mod. n°)
bestimmen; dann ist o, relative Primzahl zu u, und aus den obigen
Siitzen ergiebt sich
LR O IR T
G =) =G =e=¢;
bezeichnet man nun mit w, alle diejenigen nach w incongruenten Zahlen,
welche der Bedingung
- 3 WP
(%)

geniigen und offenbar fiir sich eine Gruppe bilden, so folgt leicht, dass
(:) = 1 oder ¢ oder ¢*
wird, je nachdem B
w = w, oder w,w, oder w,w? (mod. w)
ist, und jede dieser drei Arten von Zahlen besteht aus 4 ¢' (1) Zahlklassen
w (mod. w). —
Die durch die Primzahl (1—g¢) nicht theilbaren Zahlen w zerfallen
in Bezug anf die vier Moduln 1—g, (1—=0), (1—g)’, (1—-g)* resp. in 2, 6,
18, b4 Zahlklassen, welche auf folgende Weise dargestellt werden konnen
u=+1 (mod. 1-pg), “=o0 (mod. 3),
w=0-4" (mod. 3—3p), m=0-4"-(4-30)" (mod. 9),
wo o jede Kinheit, und jeder der Exponenten m, n die Zahlen 0, 1, 2
durchliuft; aus der letzten Darstellung gehen die anderen successive hervor,
weil 4—8¢=1 (mod. 3—3¢), 4=1 (mod. 3), o=+ 1 (mod. 1—p) ist;
zugleich wird
N)=uw'=4"=1+6m (mod. 9.
Legen wir diese Darstellung der Zahlen w zu Grunde, so nehmen
die zuerst von Eisenstein autgestellten und bewiesenen sogenannten Ergdnzungs-

satze folgende Formen an:
F{p) =1

=" 2 (50 g

— 4 s
(q‘” €)=¢, (E) = 0™
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der erste dieser vier Siitze folgt sehr leicht aus der urspriinglichen Defi-
nition des kubischen Charakters in Bezung auf eine Primzahl =, wiihrend
‘der zweite eine tiefer liegende Begriindung erfordert, die man am angegebenen
Orte findet; durch Multiplication ergiebt sich hieraus der dritte und endlich
durch Quadriren der vierte Satz, weil (¢p—¢°)°’ = —3 ist. Aus diesen Siitzen
folgt, dass die vier vorstechenden Symbole ungeiindert bleiben, wenn die
Zahl w durch irgend eine nach dem Modul 9 congruente Zahl ersetzt
wird; fiir das erste Symbol gilt dies sogar schon dann, wenn diese Con-
gruenz in Bezug auf den Modul (3 —3¢) stattfindet. —

Wir wenden uns endlich zu dem von Eisenstein bewiesenen all-
gemeinen Reciprocitilssatze. Da jede durch (1—g) untheilbare Zahl mit
einer und nur einer der sechs Einheiten ¢ nach dem Modul 8 congruent
ist, so finden sich unter den sechs mit ihr associirten Zahlen immer zwei
Zahlen n welche der Bedingung w= + 1 (mod. 3) oder, was dasselbe
sagt, der Bedingung #’=1 (mod. 3) geniigen; fiir je zwei relative Prim-
zahlen u, v, welche zugleich diese Bedingung u* = »*=1 (mod. 3) erfiillen,

gilt dann das Gesetz
&) = G

falls aber die Zahlen w, » die genannte Bedingung nicht erfiillen, so findet
zwischen den beiden vorstehenden Symbolen eine Beziehung statt, welche
mit Hiilfe des ersten der obigen vier Ergiinzungssiitze immer leicht ab-
zuleiten ist.

Wir benutzen jetzt die vorstehenden Siitze zu einer wesentlichen Um-
formung unserer in § 7 erklirten Function w(u) unter der Voraussetzung,
dass w relative Primsahl su k ist. Hierbei miissen wir die beiden Fiille
unterscheiden, wo der reine kubische Korper K von erster oder zweiter
Art ist (§ 3).

Im ersten Falle ist k= 3ab, und da ab durch 3, aber nicht durch
9 theilbar sein kann, so bezeichnen wir mit 3% 3° die hichsten in a, b
aufgehenden Potenzen von 3 und setzen

a=8"-a, b=8"$,

wo entweder u =0 =0, oder u=1, =0 oder u=0, p=1 ist, withrend
a, und b, nicht durch 3 theilbar sind. Ist nun w relative Primzahl zu #&,
und stellen wir dieselbe in der Form w =mmmny ... als Product von lauter
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Primzahlen 2 dar (von denen keine in D = — 34* aufgehen kann), so folgt
aus den Definitionen IIT und IX in § 7 zuniichst
__rab’ sab*\ab’ ab®y __ /3 \+?ra b,
p(u) = <HT) ( 7, >(7,;) i (”lui)_ <F> ( u )’
wiihlt man nun eine Einheit o so, dass ou =11 (mod. 3) wird und bedenkt,
dass auch a,b}=+1 (mod. 3) ist, so folgt aus dem allgemeinen Reci-

procitiitssatze
a, b'f ol albf ol il
B )—(a‘)‘(a,b:)’
und wir erhalten das Resultat
: 3 \it2e ¢ op
XL y(u) = (ﬁ) (T,Ff )

ou=+1 (mod. 3), k=3ab=3""-ab,.
In zweiten Falle, wo K von zweiter Art, also k= ab= i—_ 1 (n?od. 3),
und @’ =54 (mod. 9), also auch ab’=d’= +1 (mod. 9) ist, ergiebt sich aus
den obigen Ergiinzungssitzen (wo w, o, m, n, resp. durch ab’, +1,0,0 zu

ersetzen sind)
o W T 1S
Ge)=1 G ) =1

und, weil jede Einheit ¢ — + o ist, auch

() =1

Ist nun g relative Primzahl zu k, so kann man stets
u = 0'(1 _Q)r’,
setzen, wo o eine Einheit, und » =1 (mod. 3
zu 3k, mithin auch zu D ist; aus den vorste
sich mit Hiilfe des Reciprocitiitssatzes b’)
a
B\ _ (o l—e',l’,=~'v/.=("'
()= (%) =) (o) =G =5
Gehen wir jetat zur Bestimmung von w(w) iiber; 80 folgt aus der obigen
§ 7 zuniichst y(u) = v();

Darstellung von u mit Rieksicht auf V, VIL, 1T in {
stellt man ferner die Zahl » als Product 7767 .- VOI lauter Primzahlen
dar, von denen keine in D aufgehen kann, 80 folgt aus IIT und IX jp §7
2 b? ab’ e\ 1@:
Ve A = (),
und wir erhalten daher das einfache Resultat
XII w () =(ﬁ,,), wenn k = ab.

), also ¥ relative Primzah)
. .
henden Gleichungen ergieht
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Aus diesen Darstellungen XI und XII der Funection w(u) ergeben
gsich die folgenden wichtigen Siitze.

XIII. Die Function vy (w) hat fir alle Zahlen w, welche derselben
Zahlklasse in Bezug auf den Modul k angehoren, einen und denselben Werth.

Dies leuchtet fiir den zweiten Fall unmittelbar aus XII ein, weil &
durch jede in ab’ aufgehende Primzahl s theilbar ist, mithin aus u, = u

(mod- k) auch
(ab’) (ab‘

also w(u,) =vw(u) folgt. Dasselbe ergiebt sich fiir den ersten Fall auf
folgende Weise aus XI. Da k = 3ab ist, so folgt aus w,= u (mod. k) anch
w; = w (mod. 3); ist daher die Einheit o so gewiihlt, dass ou= +1 (mod. 3)
wird, so ist auch ou, = +1 (mod. 3), also

) RO K et L
Y(u,) = (‘l?) <alb3 >;
da nun o, = ou (mod. k), und & durch jede in a,b; aufgehende Primzahl =
theilbar ist, so folgt
a, b‘> (a bz

und hieraus, falls u+2v =0 ist, w(u,) = w(w); wenn aber u+20>0, also k
durch 9 theilbar ist, so ist auch u, = u (mod. 9), also

3 3
(74‘_) L2 (7)1
mithin ist auch in diesem Falle y(u,) = w(u), W. 2. b. W.

XIV. Ist w=r (mod. k), wo r eine rationale relative Primsahl zu k
bedeutet, so ist w(u) =1,

Bedeutet «' wie frither die mit « conjugirte Zahl, so folgt aus unserer
Annahme auch u'=r, also®) w=u' (mod. k), mithin zufolge XIII auch
p(u) =w(u); da ferner mach X in §7 stets w(u')=y(u) ist, so folgt
pu) =1, w.z b. w.

XV. Ist p eine in k aufgehende natirliche Primzahl, und k= pq, so
giebt es immer eine relative Primzahl w zu k, welche den beiden Bedingungen

u=1l (mod.g), yu=e¢

geniigl.
R s A
*) Aus p=p' (mod. k) folgt umgekehrt, dass p einer rationalen Zahl congruent
ist (mod. k).
Journal fir Mathematik Bd. CXXI. Heft 1. 10
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Bei dem Beweise haben wir eine Reihe von Fiillen zu unterscheiden,
und wir wollen zuniichst den Fall p = 3 betrachten, welcher nur dann ein-
treten kann, wenn der kubische Korper K von erster Art ist; wir haben
fiir den Beweis also die Darstellung XI der Funetion v zu benutzen und
dabei zu beriicksichtigen, dass ¢ = ab = 3"*".q,b, ist; sodann miissen wir
die drei Fille trennen, welche die beiden dort mit =, » bezeichneten Zahlen
darbieten konnen.

Ist erstens w=v =0, also @& =a, b;=>0, so ist ab=+1 (mod. 3),
aber es kann nicht ab®= +1 (mod. 9) sein, weil hieraus a’b*=1, also auch
a* = b* (mod. 9) folgen wiirde, was unmiglich ist, weil der Korper K von
erster, nicht von zweiter Art ist. Man kann daher

ab’=+4" (mod.9)
setzen, wo m nicht durch 3 theilbar ist, und nach dem ersten Ergiinzungs-
satze ist zugleich
(%) = e

Da nun ¢ = ab relative Primzahl zu 3 ist, so giebt es bekanntlich immer
Zahlen u, welche den beiden Congruenzen

w=1 (mod.g), wp=¢" (mod.3)
geniigen, und jede solche Zahl w ist offenbar relative Primz'ahl zu k= 3gq,
Zufolge der ersten dieser beiden Congruenzen ist die erste, .1m sztze an die
Zahl w gestellte Forderung erfiillt, und da q=.ab durch jede in ab® auf.
gehende Primzahl 7 theilbar ist, so folgt zugleich

(&) =G =1

Aus der zweiten der vorstehenden Congruenzen folgt ferner, dass die Eiy.
heit o = ™ die in XI geforderte Bedingung ou = 1 (mod. 3) erfiillt, mithiy

rapy\ (O BN (07 Y o pemi
w(.uf)=\;,7,a-)—(;1,a)(am)—(a,,z) ¢ 0,
d.h. die Zahl p geniigt auch der zweiten, im Satze an sie gestellten

Forderung, w. z b. W.

Ist zweitens w=1, 0=0, also a=3a, b=b, k=9a,b, g=3a,p,
so giebt es, weil a,b relative Primzahl zu 9 ist, Zahlen u, welche den
beiden Congruenzen

p=1 (mod. ab) w=(4-3¢) (mod.9)

wird
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geniigen, und jede solche Zahl w ist relative Primzahl zu k Aus der
zweiten Congruenz folgt w =1 (mod. 3), und hieraus in Verbindung mit der
ersten Congruenz auch w=1 (mod. ¢), also ist die erste, im Satze an u
gestellte Forderung erfiillt. Zugleich ergiebt sich, dass die in XI auf-
tretende Einheit 0 =1 gewiihlt werden kann, und es wird folglich

Py (%) L.

Da jede in a,b° aufgehende Primzahl z auch in dem Modul a,b der ersten
Congruenz aufgeht, so ist
n 1
(alb’) =<a,b’) = 17

und da aus der zweiten Congruenz in Verbindung mit dem vierten Er-
giinzungssatze (Wo n =2 zu setzen ist)

3 -
(8)=e=o
folgt, so wird auch y(u) =, wie gefordert war,

Ist drittens =0, v =1, also a=a, b=3b, k=9ab, q=3ab,
so werden die Forderungen des Satzes erfiillt, wenn man @ durch die beiden
Congruenzen

w=1 (mod.ab,), wu=4—-3¢ (mod 9)

bestimmt. Den Beweis, welcher auf dieselbe Weise wie im vorigen Falle
zu fiihren ist, diirfen wir dem Leser iiberlassen.

Nachdem hiermit der Fall p =3 erledigt ist, nehmen wir jetzt an,
es sei p verschieden von 3, Um die hierbei auftretenden Unterfille so viel
wie moglich zusammenzufassen, ‘setzen wir e = 1 oder = 2, je nachdem p
in @ oder in b aufgeht; dann ist p* die hochste in ab® aufgehende Potenz
von p. Da p im Kirper Q entweder eine Primzahl oder ein Product von
zwei verschiedenen Primzahlen ist, so kann es in Q keine Zahl geben,
deren dritte Potenz mit p associirt wiire, und hieraus folgt nach einer
fritheren Bemerkung (8. 70), die Existenz einer relativen Primzahl @ zu p,
welche der Bedingung

w
(5)=¢

geniigt. Mag nun der kubische Korper K von erster oder zweiter, mag
also & durch 3 theilbar sein oder nicht, immer sind die beiden Factoren p,q
10*
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der Zahl k= pq relative Primzahlen, mithin giebt es immer Zahlen u,
welche den beiden Congruenzen
u=1 (mod.g), u=w" (mod p)

geniigen, und jede solche Zahl w ist relative Primzahl zu k Durch die
erste Congruenz ist die erste, im Satze an u gestellte Forderung erfiillt,
wir haben daher nur noch zu zeigen, dass y(u) = ¢ ist, und hierzu miissen
wir die beiden Hauptfille von einander trennen.

Ist k= 3ab, so haben wir die Darstellung XI zu Grunde zu legen.
Da ¢ durch 3, im Falle u+20>>0 sogar durch 9 theilbar ist, so folgt aus
der ersten Congruenz und aus dem vierten Erginzungssatz zunichst

@) -1

und da ausserdem die Einheit o = 1 der Bedingung o = 1 (mod. 3) geniigt,

80 wird
g (52 PN & TS
v = () = (55,
WO a,bi=cp’ gesetat, also ¢ nicht durch p theilbar ist. Jede in e af1f-
gehende Primzahl n geht daher auch in ¢ auf, und da w=1 (mod. ¢) ist,

so folgt
1
(!ci> % (“c—) el

Aus der zweiten, bisher nicht benutzten Congruenz u = @ (mod. p) folgt

ferner
By (YL (e s (R
(E)=(D)=-3)=e (F) =@
mithin ist auch y(u) =g, w. z b. W.
Ist aber % =ab, so haben wir die Darstellung XII anzuv?'enden.
Setzen wir jetzt ab’ = cp’, so ist ¢ nicht theilbar durchp, und es wird wie

in dem vorigen Fall
ey riNCoY o
Der hiermit vollstiindig bewiesene Satz ldsst gich allgemeiner in

folgender Weise aussprechen.
XVI Ist k= mn, wo m, n natirliche Zahlen bedeuten, deren erstere

m<_k ist, so giebt es relalive Primzahlen w %t k, welche den Bedingungen
= (mod. m), w(w) =e
geniigen,
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Da niimlich »>>1 ist, so giebt es mindestens eine in =, also auch
in k aufgehende natiirliche Primzahl p, und wenn man k=pgq setzt, so
ist ¢ theilbar durch m; nach dem vorigen Satze giebt es aber Zahlen u,
welche den Bedingungen w =1 (mod. ¢), w(«)= ¢ geniigen, und da aus der
ersteren auch w =1 (mod. m) folgt, so ist unser Satz bewiesen.

§ 9.

Die Function 1 als Gruppencharakter.
Mit Hiilfe der im Vorstehenden bewiesenen Eigenschaften der Func-

tion w wird es gelingen, die am Schlusse von § 7 betrachtete Summe H
go umzuformen, dass die Bestimmung der Anzahl & der Idealklassen im
Korper K aunf die Theorie der complexen Multiplication der elliptischen
Functionen zuriickgefithrt wird. Hierbei werde ich ofter ein Symbol be-
nutzen, welches mir seit Jahren bei meinen Studien in der Gruppen- und
Korpertheorie niitzliche Dienste geleistet hat. Sind 2, B Complexe von
Elementen einer Gruppe & (in welcher die Gruppenoperation wie eine
Multiplication bezeichnet wird), so soll das Zeichen A den Inbegriff aller
verschiedenen Elemente bedeuten, welche in der Form e/ darstellbar sind,
wo o« jedes Element von 2, ebenso # jedes Element von B durchliuft,
Sind A, B selbst Gruppen, also Theiler von ® (was durch AA = A,
BY =B ausgedriickt wird), so soll das Symbol (A, B) die Anzakl der
von einander verschiedenen Complexe 23 bedeuten, welche allen Elementen
3 der Gruppe B entsprechen, und aus welchen der Complex AB besteht™).
Dann ist immer (A, V) = (D, B), wo D den grossten gemeinsamen Theiler
der beiden Gruppen 2, B bedeutet. Wenn ferner der Complex A B selbst
eine Gruppe ist (was durch AV = VY ausgedriickt wird und immer dann
eintritt, wenn & eine Abelsche Gruppe ist), so ist zugleich (2, B) = (A, AY).
Endlich erwithne ich noch den Satz (€, ®) = (€, F)(F, ®), welcher immer
gilt, wenn die Gruppe € ein Theiler der Gruppe &, und diese ein Theiler
der Gruppe © ist. —

Nachdem dies vorausgeschickt ist, beschiiftigen wir uns mit der Abel-
schen Gruppe &, deren Elemente diejenigen ¢’ (k) Zahlklassen (mod. %) sind,

*) Ist & die Gruppe aller Permutationen eines Normalkirpers C, und sind 4, B
die zu den Gruppen 2, B gehirigen Korper (so dass z. B. A der Inbegriff aller derjenigen
Zahlen in C ist, welche durch jede Permutation der Gruppe U in sich selbst iibergehen),
so ist das Gruppensymbol (,B) identisch mit dem Symbol (4, B), welches ich in der
Korpertheorie gebrauche (D. § 164. S.471).
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in welche die simmtlichen, im Korper Q enthaltenen, relativen Primzahlen
zu k zerfallen. Bezeichnen wir mit o wieder den Inbegriff aller ganzen
Zahlen o, wiihrend w eine bestimmte relative Primzahl zu k bedeutet, so
wollen wir die aus allen Zahlen von der Form w+wk bestehende Zahl-
klasse kurz die Klasse u nennen, wobei der Repriisentant « durch jede
andere Zahl derselben Klasse ersetzt werden darf. Die Gruppenoperation
besteht in der Multiplication dieser Klassen: multiplicirt man jede Zahl
der Klasse , mit jeder Zahl der Klasse i, so sind alle Producte in derselben
Klasse u,u, enthalten, welche deshalb auch das Product jener beiden Klassen
#, und u, heissen mag. Die Klasse 1 ist das Hauptelement unserer Gruppe &
und bildet fiir sich allein eine Gruppe; mit Benutzung des oben erkliirten
Symbols wird daher (1, ) = ¢'(k). Um diese Zahl (den Grad der Gruppe &)
zu bestimmen, haben wir den in § 7 angegebenen Satz anzuwenden; da k
rational, also N(K) = k* ist, so erhalten wir
gk = k(1- N-gﬁj),
wo 71 alle wesentlich verschiedenen, in & aufgehenden Primzahlen n des
Korpers Q durchliuft. Bedeutet nun p jede in % aufgehende natiirliche
Primzahl, und bezeichnet man zur Abkiirzung mit p, diejenige der drei
Zahlen 0, +1, welche der Bedingung p,= p(mod. 3) geniigt*), so liefern
die in p aufgehenden Primzahlen # zu dem vorstehenden Producte den

Beitrag
(1-H-2)

9 (k) = @k)g"(k),

und folglich wird

wo
O kH(l—%), " (k) = kﬂ(l—%)
gesetzt ist.

Hier bedeutet ¢(k) wie iiblich die Anzahl derjenigen nach % in-
congruenten rationalen Zahlen, welche relative Primzahlen zu k sind, also
die Anzahl derjenigen Zahlklassen unserer Gruppe ®, in welchen sich auch

*) Offenbar ist p, identisch mit dem hier zu vermeidenden Symbol (%) von
Legendre und mit meinem Symbol (—3,p) (D. 8. 637, 655).
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rationale Zahlen r befinden; dieselben bilden offenbar fiir sich eine Gruppe,
einen Theiler von &, den wir mit it bezeichnen wollen, und die Bedeutung
der obigen Zerlegung von ¢'(k) kann durch
(1, 'ER) 5 q’(")v (8%7 R) = (p”(/f)
ausgedriickt werden, weil (1, ) =01, NN,K) ist. Wir wollen schon jetzt
pemerken, dass fiir alle hier in Betracht kommenden Zahlen & die nach
§ 4 aus den Invarianten a, b des kubischen Korpers K abzuleiten sind,
¢" (k) durch 9 theilbar ist. Da néimlich & =3ab oder = ab ist, je nachdem
K von erster oder zweiter Art ist, und da ab durch kein Primzahlquadrat
p° theilbar ist, so wird k= ellp, wo ¢=3 oder =1 ist, je nachdem ab
durch 3 theilbar ist oder nicht, mithin
(P”<k) = cll(p—py).
Da nun jeder Factor (p—p,) durch 3 theilbar ist, so leuchtet unsere Be-
hauptung fiir alle die Fiille ein, wo % durch mindestens zwei verschiedene
Primzahlen p theilbar ist. Wenn aber k nur durch eine einzige Primzahl
p theilbar, also ¢" (k) = e(p—p,) ist, so sind zwei Fiille zu unterscheiden. Ist
K von erster Art, also &= 3ab, so ist p=3, p,=0, und da ab>>1 ist, so muss
ab=3, k=9, ¢=3, also ¢"(k)=3-83=09 sein. Ist aber K von zweiter
Art, also a'=0b"(mod. 9), so ist k=ab =p verschieden von 3, also p; = 1,
¢ =1, und der Symmetrie halber diirfen wir annehmen, es sei a =p, b= 1;
hieraus folgt a’—b* = (p—p,)(p+p,) = 0(mod. 9), und da'von den beiden
Factoren (p—py), (p+p,) nur der erste durch 3 theilbar ist, so folgt ¢"(k)
= p—po=0(mod. 9). Nachdem hiermit unsere Behauptung fiir alle Fille
erwiesen ist, wollen wir, wo es bequem erscheint,
¢" (k) = 9K"
setzen; die Werthe der hierdurch erkliirten natiirlichen Zahl &” sind fiir die
ersten 21 Korper K in der vorletzten Spalte der Tabelle am Schlusse von
§ 2 angegeben.

Wir kehren nun zur Betrachtung der Function () zuriick, wo u
jede in Q enthaltene relative Primzahl zu & bedeutet. Da w(w) nach
Qatz XIIT in § 8 fiir alle Zahlen w, welche derselben Klasse (mod. k)
angehiren, einen und denselben Werth hat, so kinnen wir die Funection v
von den Zahlen w auf die Klassen w iibertragen, welche die Elemente der
Gruppe & bilden, und da (nach V in § 7) fiir je zwei solche Klassen u,,
u, und deren Product w,u, das Gesetz w(u,u,) = ¢(w,) w(u,) gilt, so ist ¢
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ein Charakter der Gruppe & (D.§ 184. S.612). Ausserdem wissen wir
(vergl. den Schluss von § 7), dass w(u) immer eine Potenz von ¢ ist, also
keine anderen Werthe als 1, g, ¢° annehmen kann; zufolge VII in § 7
ist nun gewiss (1) =1, und da aus dem Satze XV oder XVI in § 8 (weil
immer k=1 ist) beiliufig folgt, dass es eine Zahl = giebt, fiir welche
y(7) =g, also auch y(7*) = ¢* wird, so nimmt () wirklich alle drei Werthe 1,
¢, ¢ an. Bezeichnen wir nun mit wu, alle diejenigen Klassen, welche der
Bedingung v (u,) = 1 geniigen, so folgt aus dem Multiplicationsgesetz des
Charakters v, dass diese Klassen eine Gruppe™) bilden, welche wir im Folgenden
stets mit y, bezeichnen wollen. Behilt ferner = die eben festgesetzte Be-
deutung, so leuchtet ein, dass alle in dem Complex v,z enthaltenen Klassen
uy = wyr der Bedingung w(u,) = ¢ geniigen; umgekehrt, wenn u, der Re-
prisentant einer solchen Klasse ist, fiir welche y(u,)=¢ wird, so kann
man immer, weil z relative Primzahl zu £ ist, eine Zahl u so bestimmen,
dass wr=p, (mod. k) wird, und da hieraus y(u,) =y (ur) = Y(u)y(r),
also w(u) =1 folgt, so ist die Klasse x in der Gruppe y, der Klassen «, ent-
halten, mithin ist der Complex v,z der Inbegriff aller verschiedenen Klassen u,,
welche der Bedingung y(u,) = ¢ geniigen. Genau ebenso ergiebt sich, dass
der Complex ,7* der Inbegriff aller verschiedenen Klassen u, ist, fiir welche
() = ¢' wird, und da jeder der drei Complexe v, w1, Y,7° aus gleich
vielen verschiedenen Klassen besteht, so ist
(11 1/’0) = ‘&(P’Ul') o= 3"”(/)(")1 (Y, 'Q) = 31

weil jede Klasse der Gruppe & einem und nur einem dieser drei Complexe
angehoren muss**).

*) Vertauscht man die beiden Invarianten a, b des Korpers K miteinander,
wodurch die Function ¥ in ihr Quadrat iibergeht (§ 7, Anm. auf S. 64), so bleibt diese
Gruppe Y, ungeiindert, d. h. sie ist ebenfalls eine Invariante des Kérpers K.

*#) Ist y ein beliebiger Charakter einer beliebigen Abelschen Gruppe &, bedeutet
ferner vy, die Gruppe aller derjenigen Elemente von &, fiir welche y = 1 wird, und
setzt man (Y,, &) = n, so ist n zugleich die Anzahl aller verschiedenen Werthe von Y,
und diese Werthe v sind die simmtlichen Wurzeln der Gleichung y"=1; augleich ist
K =y, B, wo P eine Periode, d. h. eine Gruppe bedeutet, welche aus den Potenzen
eines einzigen Elementes v besteht. Umgekehrt, wenn & = 9P ist, wo § und
Gruppen bedeuten, deren letztere P eine Periode ist, so giebt es, wenn (9, ) = o, ®)
= n gesetzt wird, genau ¢(n) verschiedene Charaktere v der Gruppe &, welche der Be-
dingung ¥, = $ geniigen. — Ist ferner A eine in & enthaltene Gruppe, so ist die
iiber alle Elemente @ von A ausgedehnte Summe X t¢(¢) immer und nur dann = 0
wenn A kein Theiler von v, ist. :
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Nach dem Satze XIV in § 8 ist nun gewiss ¢(u) =1, wenn u
einer rationalen Zahl r congruent ist (mod. %), d. h. wenn u einer der ¢(k)
Zahlklassen der oben mit :i bezeichneten Gruppe angehort; mithin ist R
ein Theiler der Gruppe v, und fiir alle @(k) Klassen eines Complexes fir
hat der Charakter y denselben Werth w(»). Dies wollen wir jetzt auf die
am Schlusse von § 7 betrachtete Summe

_ ¥
OH i N

anwenden, wo w alle relativen Primzahlen zu k durchliuft. Da die Ge-
sammtgruppe & aller ¢'(k) Zahlklassen w aus ¢"(k) Complexen von der
Form v besteht, so wollen wir zur Abkiirzung
1
SRy) = Z‘N@)—,

setzen, wo « alle Zahlen der in dem Complex 31 enthaltenen (k) Klassen
durchliuft; dann wird offenbar

6H = =y()S),
wo die Summe = auf ein System von ¢"(k) geeignet gewiihlten Zahlen
» auszudehnen ist, der Art, dass die entsprechenden Complexe R» alle Zahl-
klassen der Gruppe & erschipfen. Die weitere Umformung des vorstehen-
den Ausdrucks bildet den Hauptgegenstand unserer ferneren Untersuchungen.

§ 10.
Die Wurzeln der Ordnung [1, kp].

Betrachtet man einen bestimmten Klassencomplex von der Form R,
g0 ist die eben definirte entsprechende Summe S(R») iiber alle und nur
diejenigen Zahlen w auszudehnen, welche = rv (mod. k) sind, wo r jede
rationale Zahl bedeutet, welche relative Primzahl su k ist. Das System
aller dieser Zahlen w bildet einen Theil des Systems aller derjenigen
Zahlen 4, welche = @v (mod. k) sind, wo x jede ganze rationale Zahl be-
deutet; jede solche Zahl i ist also von der Form wk+azv, wo o alle
Zahlen in o (d. h. alle ganzen Zahlen des Korpers (), und « alle Zahlen
des Moduls [1] durchliuft, und umgekehrt ist jede in dieser Form dar-
stellbare Zahl 2=av (mod. k). Das durch & und » vollstindig bestimmte
System dieser Zahlen i, welches wir kurz mit &, bezeichnen wollen, ist
ot.fenbar ein endlicher Modul, und wenn man die in der Modultheorie iibliche
(auch oben in §§ 3, 4, benutzte) Bezeichnung anwendet, so wird

k, = [k, ko,v] = 0k+[v];

Journal fir Mathematik Bd. CXXI. Heft 1. T

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063701



Digitale Bibliothek Braunschweig

82 Dedekind, iiber die Anzahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahlkorpern.

wir wollen vorliinfig diese Form eines dreigliedrigen Moduls beibehalten
und erst spiiter die Zuriickfiihrung auf einen zweigliedrigen Modul mit
irreducibeler Basis betrachten. Die Theorie dieser Moduln 4,, welche ich
die Wurzeln der Ordnung ky = 0k+[1] = [1, ko] genannt habe, ist in Dirichlets
Vorlesungen iiber Zahlentheorie ausfiihrlich dargestellt (§ 181. S. 622—627
der dritten, und § 187. 8. 661—657 der vierten Auflage), und ich werde
mich spiiter auf diese Darstellung berufen; fiir unseren niichsten Schritt ist
aber diese Theorie noch entbehrlich. Offenbar sind zwei solche Moduln &, k,
gtets und mur dann identisch, wenn die beiden Zahlen w, » (die immer als
relative Primzahlen zu k vorausgesetzt werden) denselben Klassencomplex
Ru = Ry erzeugen, und folglich ist die Anzahl ¢"(k) aller verschiedenen,
in & enthaltenen Complexe Ry zugleich die Anzahl aller verschiedenen
Moduln k,. Setzen wir nun zur Abkiirzung

S(h)= = g

wo 4 alle Zahlen des Moduls k, mit einziger Ausnahme der Zahl Null und
zwar jede solche Zahl nur einmal durchlduft, so enthiilt diese Summe alle
Glieder der in § 9 mit S(R») bezeichneten Summe und ausserdem unendlich
viele andere Glieder; aber wir wollen beweisen, dass trotzdem

6H = Zy(»)S@Rv) = Zyp()S(k)
ist, wo die zweite Summe = auf alle ¢"(k) verschiedenen Moduln %, aus-
zudehnen ist.

Um den Gang des Beweises, welcher auf dem Satze XVI in § 8
peruht, nicht zu unterbrechen, schicken wir folgende Betrachtungen iiber
gewisse Theiler der Gruppe & voraus. Ist & =mn, wo m, n natiirliche
Zahlen bedeuten, so ist jede relative Primzahl w zu k von selbst auch
relative Primzahl zu m, und wir wollen den Inbegriff aller derjenigen von
diesen Zahlen u, weleche == 1 (mod.m) sind, mit N bezeichnen; derselbe
besteht offenbar aus einer gewissen Anzahl von Zahlklassen (mod. k), welche
eine Gruppe, einen Theiler der Gruppe & bilden. Umgekehrt, wenn eine
gegebene Zahl w relative Primzahl zu m ist, so folgt hieraus im Allgemeinen
swar noch nicht, dass @ auch zu k relative Primzahl ist, aber man iiberzeugt
gich leicht®), dass es immer Zahlen giebt, welche =« (mod.m) und zu-

e i

*) Die Congruenz o, = (mod. m) ist (nach D. § 180. II. 8. 568) vereinbar mit
w, =1 (mod. ), wo » das Product aller Primzahlen 7 bedeutet, die in k, aber nicht
in m aufgehen.
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gleich relative Primzahlen zu k& sind, und wenn w, irgend eine bestimmte
solche Zahl bedeutet, so wird ihre Gesammtheit durch den in der Gruppe &
enthaltenen Klassencomplex Nw, dargestellt; wendet man daher das in §9

erklirte Gruppensymbol an, so so wird

1,M = z—fg%, R, &) = ¢'(m),
weil zu jeder der ¢'(m) Zahlklassen w (mod. m) ein und nur ein Complex
Nw, gehort, und weil (1, N) N, K = (1, {) = ¢' (k) ist.*)

Bedeutet nun i wie bisher die Gruppe aller derjenigen ¢ (k) Klassen
in &, in welchen sich auch rationale Zahlen r befinden, so leuchtet ein,
dass die Gruppe RN aus lauter solchen Klassen besteht, deren Zahlen
nach dem Modul m mit rationalen Zahlen congruent sind; umgekehrt, wenn
« relative Primzahl zu & und zugleich =z (mod.m) ist, wo s rational, so
ist = gewiss relative Primzahl zu m, man kann daher eine ebenfalls rationale
Zahl r, welche zugleich relative Primzahl zu k& ist, so wiihlen, dass r=s
(mod. m), also auch w=r (mod. m) wird, und hieraus folgt nach dem Obigen,
dass w in einer Klasse des Complexes Nr, also auch in einer Klasse der
Gruppe NN enthalten ist. Mithin ist diese Gruppe NN der Inbegriff aller
derjenigen Klassen in &, deren Zahlen nach dem Modul m mit rationalen
Zahlen congruent sind, und es ist auch leicht, den Grad dieser Gruppe,
d. h. die Anzahl (1, RN) der in ihr enthaltenen Klassen zu bestimmen.
Da nimlich ¢ (m) die Anzahl derjenigen nach m incongruenten rationalen
Zahlen z ist, welche relative Primzahlen zu m sind, und da jeder dieser Zahlen s
ein Complex Nr von (1,9N) Klassen in RN entspricht, deren Zahlen u =
(mod. m) sind, so ist

0 "(k "(k
(LRR) = ¢ (m) (1, ) = g 5 = L0
Da ferner (1, i) (R, RN) = (1, RN), und (1, N) = ¢(k) ist, so ergiebt sich
zugleich

PR, 4 et (.
@00 = e e

Zu denselben Resultaten gelangt man auch, wenn man bedenkt, dass

*) Dieselben Sitze wiederholen sich in der Zahlentheorie jedes endlichen
Korpers 2 bei der Vergleichung der Zahlklassen, die sich auf irgend ein Ideal f be-
ziechen, mit den Zahlklassen, die sich auf ein in f aufgehendes Ideal m Dbeziehen.
Ist &2 der Korper der rationalen Zahlen, so bilden die entsprechenden Siitze eine
wesentliche Grundlage fiir die gesammte Theorie der Kreistheilung.

11%*
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R AN) = R, N) = (D, N) ist, wo D den grossten gemeinsamen Theiler der
Gruppen R, N bedeutet; denn jede in D enthaltene Klasse wird durch
eine rationale Zahl r repriisentirt, welche relative Primzahl zu % und zu-
gleich =1 (mod. m) ist, mithin ist ihre Anzahl

(1, D) = 25

@(m)’
und da

"k
1,9) @M = (1, W = T
sein muss, so ergiebt sich fiir (D, N), also fiir (R, RN) wieder der obige
Ausdruck.

Aus der eben festgestellten Bedeutung der Gruppe RN ziehen wir
endlich noch folgenden Schluss. Ist w wieder eine gegebene relative Prim-
zahl zu m, und bedeutet w, wie oben eine bestimmte relative Primzahl
zu k, welche = w (mod.m) ist, so war Nw, der Complex aller der Klassen
in &, deren Zahlen ebenfalls = @ (mod. m) sind; ebenso leuchtet jetzt ein,
dass RNw, der Complex aller der Klassen in & ist, deren Zahlen —zw
(mod. m) sind, wo z alle rationalen relativen Primzahlen zu m durchliuft.

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns zum Beweise des oben
ausgesprochenen Satzes iiber die Umformung der Summe 6H. Wir heben
zuniichst die charakteristische Eigenschaft aller in den Moduln %, enthaltenen
Zahlen 2 hervor, welche darin besteht, dass der grisste gemeinsame Theiler
von k und L immer eine natirliche Zahl ist. Da nimlich 2= zv (mod. k),
und « rational, ferner » relative Primzahl zu & ist, so ist der rationale
(positiv genommene) grisste gemeinsame Theiler » der beiden rationalen
Zahlen k,  auch derjenige von k und xv, also (nach D. § 180. S.566)

auch derjenige von k und 4; setzt man daher k= mn, so wird A = wn, wo
w relative Primzahl zu m ist.

Umgekehrt, wenn eine solche Zahl 2= wn gegeben ist, so suchen
wir alle Moduln #,, in denen 4 enthalten ist. Die erforderliche und hin-
reichende Bedingung dafiir, dass 4 in k, enthalten sei, besteht in der Existenz
einer rationalen Zahl @, welche der Congruenz v = 4 = wn (mod. k) geniigt,
und da k = mn, und » relative Primzahl zu k ist, so muss zunichst = durch »
theilbar, also @ = ny sein; hieraus folgt y» = w (mod. m), und weil w relative
Primzahl zu m ist, so gilt dasselbe auch von der rationalen Zahl y; es
giebt daher rationale Zahlen z, welche der Congruenz yz =1 (mod. m)
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geniigen, und hieraus folgt » = zw (mod. m); zufolge der obigen Bemerkung
muss daher » einer Klasse des Complexes RNw, angehiren, wo w, wieder
eine relative Primzahl zu & bedeutet, welche = w (mod. m) ist, und um-
gekehrt leuchtet ein, dass dann die Zahl 2 wirklich in dem Modul &, ent-
halten ist, weil aus » = zw (mod. m) riickwiirts y» = o (mod. m), v — wn =i
(mod. k) folgt, wo yz =1 (mod. m) und = =ny ist. Mithin ist der Complex
NN, der Inbegriff aller derjenigen Zahlklassen », welche die Eigenschaft
haben, dass die gegebene Zahl 2 = wn in dem Modul 4, enthalten ist®),
und die Anzahl dieser verschiedenen Moduln %,, d. h. die Anzahl der in dem
Complexe RNw, enthaltenen verschiedenen Complexe R», ist = (N, RN)
= ¢"(k):¢" (m). Wir haben nun zwei wesentlich verschiedene Fiille zu be-
trachten.

Ist die gegebene Zahl i selbst relative Primzahl zu &, so ist n =1,
m =k, N=1; die Zahl 2 tritt daher nur in einem einzigen Modul %, = k,
auf und erzeugt nur ein einziges, mit dem Coefficienten (1) behaftetes Glied
N()~*, und dieses Glied findet sich ebenso in der ersten, wie in der zweiten
Summe, deren Identitit wir zu beweisen haben.

Ist aber 4 nicht relative Primzahl zu & ist also »n > 1, m <"k, so
liefert 4 gar keinen Beitrag zu der ersten Summe: da aber die Zahl 4 in
(R, RN) verschiedenen Moduln &, enthalten ist, so liefert sie zu der zweiten
Summe ebensoviele Beitrige w(»)N(1)™*; um daher auch fiir diesen Fall
die Identitit der beiden Summen und hiermit unseren Satz zu beweisen,
brauchen wir nur noch zu zeigen, dass die iiber alle diese Moduln &, er-
streckte Summe =y(») = 0 ist. Hierzu berufen wir uns auf den Satz XVI
in § 8, den wir nach unserer jetzigen Bezeichnung offenbar so aussprechen
konnen, dass es in der Gruppe N eine Zahlklasse w giebt, fiir welche
w(u) = ¢, also nicht =1 wird. Die Grappe N ist daher kein Theiler**) der
in § 9 definirten Gruppe v, und folglich ist der grosste gemeinsame
Theiler € dieser beiden Gruppen ein eckter Theiler von R, d. h. € ist ver-
schieden von RN, mithin (€, N) = (we N) = (W wN)>1, und da
o ¥R (YN, &) = (p, 8) = 3 sein muss, so folgt (€, N) = 3, (und

*) Dasselbe ergiebt sich auch aus dem leicht zu beweisenden Satze on—k, = nm,,
wo om—Fk, das kleinste gemeinsame Vielfache der beiden Moduln on, k, und m, = om+ [¥]
= k,m, ist.

**) Vergl. den Schluss der zweiten Anmerkung zu § 9 auf S. 80, worin das
Wesen des obigen Beweises enthalten ist.
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(wM, /) =1, also N =§). Mithin besteht die Gruppe N aus den drei
verschiedenen Complexen €, Gu, €ux’, und fiir die in ihnen enthaltenen
Klassen nimmt der Charakter y resp. die Werthe 1, ¢, ¢* an, wihrend
Y(u*) =yp(u) =1, also €’ =€ ist. Bedenkt man ferner, dass die Gruppe
R (nach § 9) ein Theiler der Gruppe vy, also die Gruppe RE ein gemein-
samer Theiler der beiden Gruppen vy, RN ist*), so ergiebt sich ebenso,
dass die Gruppe RN aus den drei verschiedenen Complexen RE, RCu,
REw*, und folglich der Complex RNw, aus den drei verschiedenen Com-
plexen RCw,, RCuw, REu'w, besteht. Zerlegt man nun die Gruppe
RE in lauter verschiedene Complexe von der Form Re (deren Anzahl
offenbar = ¢"' (k) : 3¢" (m) ist), so ist hiermit auch der Complex RNw, in
lauter verschiedene Complexe M» zerlegt, und zwar hat » alle Klassen
sw,, euw, eu'w, zu durchlaufen, welche den verschiedenen Klassen & ent-
sprechen. Hiermit sind zugleich alle Moduln %, gefunden, in denen die
Zahl 4 enthalten ist; vereinigt man nun immer die drei Klassen », welche
derselben Klasse ¢ entsprechen, und bedenkt man, dass w(ew,) = y(w,),
pleuw) =oyp(w), pEu'w) = ¢ y(w,), und folglich die Summe dieser drei
Werthe = 0 ist, so ergiebt sich, dass auch die iiber alle Klassen » erstreckte

Summe Zw(») =0 ist, und hiermit ist unser obiger Satz vollstindig be-
wiesen, —

§ 11,

Biniire quadratische Formen.
Die simmtlichen ¢"(k) verschiedenen Moduln &, = ok+[»] sind
(nach D. § 187. 8, 651—657) dadurch vollstindig charakterisirt, dass sie
die Ordnung &, = [1, k¢] haben und der Bedingung ok, =0 geniigen, und
da k,k, = k,, ist, so bilden sie hinsichtlich ihrer Multiplication eine Abelsche
Gruppe. Da ferner unsere Function y fiir alle diejenigen in einem solchen
Modul k, enthaltenen Zahlen, welche relative Primzahlen zu & sind, den-

*) Offenbar ist NG der grésste gemeinsame Theiler von 1, RN, und dieser
Satz gilt allgemein fiir irgend welche Theiler y,, %, N einer beliebigen Abelschen Gruppe
R, wenn R Theiler von w,, und @ der grosste gemeinsame Theiler von 1, N ist.
Bedient man sich einer kiirzlich von mir vorgeschlagenen Ausdrucksweise (§ 4 des Auf-
satzes ,Ueber Zerlegungen von Zahlen durch ihre grissten gemeinsamen Theiler in der
Festschrift zur Braunschweiger Naturforscher-Versammlung 1897), so ist diese Eigenschaft
s0 auszusprechen, dass die simmtlichen Theiler einer beliebigen Abelschen Gruppe immer
eine Dualgruppe vom Modultypus bilden.
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selben Werth besitzt, so kann man sie von den Zahlen oder Zahlklassen »
auf die Moduln &, eindeutig iibertragen, indem man (k) = w(¥) setzt; aus
der Eigenschaft y(uv)=y(u)yp(») folgt dann w(k,k,) = y(k,,) = p(ur) =
y(k,)y(k,), mithin ist y jetzt auch ein Charakter der eben genannten Gruppe
aller Moduln %,. Zugleich wird

6 H = Zy(k,)S(k,),
wo die Summe X iiber alle ¢"(k) Moduln %, auszudehnen ist, und hier ist

S(k) = Z55

wo 4 alle Zahlen des Moduls %, (mit Ausnahme der Null) zu durch-
laufen hat. ]

Bezeichnet man nun die Moduln %, mit f,f, £, je nachdem
w(k,)=y) = 1,9, ¢ ist, so nimmt der obige Ausdruck die Form

6 H= =St)+o=8(t)+0*=S(t)
an, wo die erste, zweite, dritte Summe resp. iiber alle Moduln £, £, f, aus-
zudehnen ist. Die Moduln f, bilden fiir sich eine Gruppe, welche offenbar
der Gruppe w, in § 9 entspricht, und wenn man wieder ¢" (k) = 9&" setat
(wie in § 9), so ist ihre Anzahl = 34", und ebenso gross ist die der Moduln £,
wie die der Moduln £,

Da zwischen den in §§ 6, 7 erklirten Funetionen J, @, H der Variabeln s
die Relation J= GH besteht, und da Jund G durchaus reell sind, so gilt
dasselbe auch fiir H; hieraus folgt, dass in dem vorstehenden Ausdruck
=S() = =S(), und folglich

6H=Z=8¢)-=S()

sein muss. Dasselbe bestiitigt sich leicht auf folgende Weise. Ist » relative
Primzahl zu der rationalen Zahl k, so gilt dasselbe von der mit » conjugirten
Zahl ', und die beiden Moduln k&, = 0k+[v], k, = 0k+[»'] sind ebenfalls
mit einander comjugirt, d. h. jede Zahl 4 des Moduls &, ist conjugirt mit
einer Zahl 4" des Moduls %,, und umgekehrt. Da nun N(i) = N(4), so
ist auch S(k,) = S(k,); da ferner yp(»") = p(»)* ist (nach § 7. X), so wird,
je machdem k&, ein Modul f,f, %, ist, &, ein Modul f,t, £, sein®); die
Moduln £, sind daher die siimmtlichen mit den Moduln f, conjugirten Moduln,
und folglich ist =S(f) = =S(t,), w. z b. w.

*) Dasselbe ergiebt sich auch aus dem Satze k,k, = k,,» = k,, welcher daraus

folgt, dass die Zahl »' rational ist, also einer Klasse der Gruppe R angehdrt (vergl.
D. 8. 645, 653).
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Eine zweite Vereinfachung ergiebt sich aus der Betrachtung der
dquivalenten Moduln k,. Die siimmtlichen mit der Ordnung %, #quivalenten
Moduln k, sind (nach D. S. 6556) von der Form ok, wo o alle Einheiten
+1, +¢, ¢ durchliuft, und da jeder Modul durch Multiplication mit (—1)
in sich selbst iibergeht, so sind nur die drei Moduln

ky=ok+[1], ok =o0k+[o]="k, @'k =ok+[0’]=k,

su betrachten; diese drei #quivalenten Moduln sind aber wirklich von
einander verschieden, weil k™1 ist, und weil folglich die drei Klassen-
complexe 9, No, Re® verschieden sind. Bezeichnet man mit S die Gruppe
der durch die sechs Einheiten o repriisentirten Klassen (welche alle ver-
schieden sind, weil =2 ist), so haben i und © die beiden Klassen +1
gemein, und die Gruppe RS besteht aus den drei Complexen R, Ne, Re*;
sugleich ist (RS, &) = 34", und man erkennt leicht, dass jedem Complex
RSy ein Tripel von drei verschiedenen Moduln

kr? kr(» = ka kve’ = ngy

entspricht, welche mit einander, aber mit keinem anderen Modul #quivalent
gind. Da nun, wenn 4 alle Zahlen in £, durchliuft, 2 alle Zahlen in ¢k,
und ¢°4 alle Zahlen in 'k, durchliuft, so folgt S(k,) = S(k,,) = S(k,,»), weil
N() = N(¢4) = N(o’4) ist; da ausserdem w(o) =1, also w(k,)=y(k,,)
= p(k,qy) ist, 80 gehoren je drei solche iiquivalente Moduln entweder alle
zu den Moduln £, oder alle zu den Moduln f,, oder alle zu den Moduln £,.
Behilt man daher von je drei Moduln £, £, k,, immer nur einen bei, so
geht unsere obige Gleichung in

2H=3'S(t)—='S(t)
iiber, wo die Summationen =’ auf alle nicht dquivalenten Moduln ¥, f, aus-
zudehnen sind; jede dieser beiden Summen besteht daher aus £” Gliedern.

vy

Die Anzahl aller nicht #quivalenten Ordnungswurzeln £, ist daher
<8k und ebenso gross ist (nach D. S. 656) die Anzahl aller derjenigen
nicht squivalenten endlichen Moduln m des Korpers 0, deren Ordnung
R —[1, kg] ist. Dies beruht wesentlich darauf, dass alle Ideale (und
Idealbriiche) des Korpers ¢ (d. h. alle Moduln von der Ordnung o) nur
o einzige Klasse bilden, also #quivalent sind, oder dass, was dasselbe

ein

sagt, je zwei Zahlen 7, 6 des Korpers Q stets (und zwar auf sechs ver-
¢l Z p g

<chiedene Arten) in die Form 7 = «d, 6 = 30 gesetzt werden konnen, wo

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063701



Digitale Bibliothek Braunschweig

Dedekind, iber die Anzahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahlkirpern. 89

o, 5 ganze relative Primzahlen bedeuten™); ist nun m irgend ein endlicher
Modul von der Ordnung m’=k, so enthiilt er gewiss zwei von einander
unabhiingige Zahlen und ist folglich (nach D. § 172. VI) ein zweigliedriger
Modul m = [n, 0] =J[e, 3] = Jt; der mit m #quivalente Modul f = [e, 3] hat
(nach D. § 181. 8. 579 oder § 187. S. 655) dieselbe Ordnung ¥ = m’ = k,,
und da zugleich of =pe+03 =0 ist, so ist f eine der Wurzeln &, der
Ordnung k&, w. z. b. w. ;

Um nun die dem Modul %, entsprechende Summe S(k,) = =N(1)™
zu bilden, wo 4 alle Zahlen in %, (mit Ausnahme der Null) durchliuft, ist
es zweckmiissig, die dreigliedrige Basis des Moduls

k, = Dk+[V] 5 [ki ko, V]

durch eine irreducibele, also aus zwei Zahlen «, 3 bestehende Basis zu er-
setzen, was bekanntlich auf unendlich viele Arten geschehen kann (D. § 172.
S. 517—523). Wir bemerken zuvor, dass k, ein Theiler von ok ist und,
weil » relative Primzahl zu k ist, aus k Zahlklassen (mod. k) besteht, deren
Repriisentanten die Zahlen 0, », 2» ... (k—1)» sind; nach der Bezeichnung
der Modultheorie ist daher

(k,, 0k) = k,

und da o ein Theiler von k, also (o, k,)(k,, 0k) = (0, 0k) = N(k) = k' ist,
so folgt auch

(0, k,) = k.
Setzt man nun

k, = [a’ ﬂ],
so folgt aus ok, = o, dass e, 2 relative Primzahlen sind, und wenn man
o= a,+ a,Q, 3 = b+b,e

setzt, wo a,, a,, b,, b, ganze rationale Zahlen bedeuten, so ist (nach D, § 172, VIL
S. 523) die Determinante a,b,— b,a, = + (0, k)= +k Da nun der Modul
k, durch Vertauschung der beiden Basiszahlen «, 3 nicht geiindert wird,
g0 diirfen und wollen wir festsetzen, dass immer

albg—blag i +k

*) Dass @, 3 hier und im Folgenden eine ganz andere Bedeutung haben, wie
in §§ 2—5, kann wohl keine Stérung verursachen.
Journal fiir Mathematik Bd. CXXI. Heft 2. 12
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sein soll, und demgemiiss soll ¢ die erste, 3 die zweite Basiszahl von Fk,
heissen; zufolge dieser Bezeichnung wird gleichzeitig
k, =[a,f] = [—o,—f] = [, —ea]=[-/, a],
und die allgemeinste Darstellung ist
k, =y, 1), o, =ac+cf, B =ba+dp,
wo a, b, ¢, d vier ganze rationale Zahlen bedeuten, die der Bedingung
ad—bec=+41
geniigen®). Fiihrt man die mit e, 3 conjugirten Zahlen o', 5’ ein, so ist der
mit &, conjugirte Modul
b = (o, =B
Benutzt man ferner die bekannte Bezeichnung fiir die Zusammensetzung
der Substitutionen (D. § 55. S.134), so wird

() = @ Ga)

und wenn man die Determinanten nimmt, so driickt sich die obige Unter-

scheidung zwischen der ersten und zweiten Basiszahl durch die Gleichung
af'—pa = k(p*—9) = —k(1+2¢) = — k/—3

aus, welche zugleich lehrt, wie aus e, 2 riickwiirts die Zahl &, also auch

die Ordnung &, = [1, ko] des Moduls [, 3] zu bestimmen ist.

Zufolge dieser letzten Bemerkung gilt auch die folgende Umkehrung:
wenn zwei relative Primzahlen «, 2 der vorstehenden Bedingung «/'—/f¢o
= k(p’—¢) geniigen, so ist der Modul = [e, 3] gewiss eine Wurzel der
Ordnung k= [1,k¢]. Da niimlich ¢f'—fBe' nicht verschwindet, so folgt
zuniichst, dass die Basis e, /3 irreducibel ist, mithin besitzt £ (nach D. S. 642)
eine Ordnung t” von der Form [1,mg], wo m eine natiirliche Zahl ist; da
ferner «, 3 relative Primzahlen sind, so folgt of = o, mithin ist £ (nach
D. 8. 661-652) eine Wurzel der Ordnung £, und hieraus folgt nach der
obigen Untersuchung, dass ' —f¢' =m(o*—g), also m =k, t'=[1, ko],
mithin £ einer der Moduln &, ist, w. z. b. w.

Hat man nun eine bestimmte Basis ¢, 3 des Moduls &, gewihlt, so
ist jede in k, enthaltene Zahl 4 stets und nur auf eine einzige Weise in
der Form
A= ax+ 3y

*) Die Zahlen a, b sind natiirlich nicht zu verwechseln mit den Invarianten
des kubischen Kérpers K in §§ 2—9.
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darstellbar, wo « als erste und y als zweite Variabele unabhiingig von
einander alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen; zugleich wird

N =ik = (ex+py) (¢'z+['y) = Aa’+Bzy+Cy’,
wo zur Abkiirzung
A=ad, B=caf'+p30, C=pp
gesetzt ist, und dem Modul %, entspricht die Summe

1
(Az’+ Bay+Cy’)’

welche iiber alle Paare @, y mit Ausnahme des Paares 0, 0 auszudehnen ist.

Offenbar sind A, C positive und, wie auch B, ganze rationale Zahlen,
und da « relative Primzahl zu /3, also auch «' relative Primzahl zu /' ist,
so konnen A, B, C keinen gemeinsamen Theiler haben; denn wenn 7 eine
in A und C aufgehende Primzahl des Kiorpers Q bedeutet, so sind von den
vier Zahlen ¢, 3, ¢, # entweder nur die beiden ersten oder nur die beiden

letzten durch 7 theilbar, und in beiden Fillen kann 7z nicht in B aufgehen.
Da ferner

S(h) = =

Bz_4AC= (aﬂ'-—ﬂa')’= _3k2=D

ist, so entspricht jeder Basis e, 3 des Moduls k, eine bestimmte positive,
urspringliche, bindre quadratische Form (A, B, C), deren Discriminante®) die Grund-
zahl D des kubischen Korpers K ist (§ 4). Ersetzt man aber ¢, durch die
oben angegebene allgemeinste Basis ¢, 3, und bezeichnet man mit @, y,
die zugehirigen Variabelen, welche wieder alle ganzen rationalen Zahlen
durchlaufen, so folgt aus der doppelten Darstellung

A=ox+fy = axmx'}'ﬂlyn
dass die alten und neuen Variabelen durch die Gleichungen
x = ax,+ by,, y = cx,-+dy,

verbunden sind; mithin geht die Form (A4, 1B, €) durch die Substitution
(»5) in diejenige Form iiber, welche der neuen Basis e, 3, entspricht.
Alle diese Formen sind daher eigentlich dquivalent (D. § 56. S. 136) und
bilden die siimmtlichen Individuen einer bestimmten Formenklasse ¥,, welche

*) Vergl. D. § 145. Anmerkung auf S. 388—389),
12*
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dem Modul %, entspricht. Dieselbe Formenklasse entspricht aber auch den
beiden anderen, mit &, Hquivalenten Moduln
hyo = ok, = [0g, B0}, kp = 0"k, = [0g’, B07],

weil die Zahlen A, B, C offenbar ungeiindert bleiben, wenn ¢, 3 resp. durch
ag, o oder durch g’ f¢° ersetzt werden; es ist daher F, =,, = F,,n

Umgekehrt, wenn irgend eine positive urspriingliche Form (4, 1 B, C)
von der Diseriminante

B*—4AC=D = -3k

gegeben ist, so fragen wir, ob es eine Basis «, /3 eines Moduls &, = [, 3]
giebt, welcher diese Form im obigen Sinne entspricht. Um dies zu unter-
suchen, betrachten wir die beiden conjugirten, offenbar ganzen Zahlen

o B+kY=3 B+k \_ B—ky—3_B—k__
0—’72"~———2—+/»‘(), szf,z,,_—— 2 kg,
welche mit 4, B, C, k durch die Gleichungen
0+ 0 = B, 00" = AC, 0'—0=—k(14+20)

verbunden sind. Soll nun die gegebene Form der Basis «, [ entsprechen,
so ist erforderlich und hinreichend, dass e, 3 relative Primzahlen sind,
welche den obigen Bedingungen «f3'— o’ = —k(1+429), ae' = A, o' +pe' =B,
S = C, also den Bedingungen
e'=A4, fd=0, off=6, pB=C
gentigen.  Durch die beiden ersten, und ebenso durch die beiden letzten
dieser vier Bedingungen ist zuniichst das Verhéltniss der beiden gesuchten
relativen Primzahlen @, 3 aus den gegebenen Zahlen A, 0, @', C vollstiindig
zu bestimmen in den beiden Formen
g8 €

P T
welche vermige der Relation AC = @@ mit einander iibereinstimmen. Offen-
bar giebt es immer nur sechs verschiedene solche Paare von relativen
Primzahlen o, 3; denn die beiden gegebenen Zahlen A, O besitzen im
Kirper Q sechs verschiedene associirte grosste gemeinsame Theiler y, und
Jeder von ihnen liefert ein entsprechendes Zahlenpaar
A (&

o= ;, ﬂ’—:? i

Hat man nun eine bestimmte Wahl iiber 7, also auch iiber e, 3 getroffen,

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063701



Digitale Bibliothek Braunschweig

Dedekind, iiber die Anzahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahlkdrpern. 93

so folgt aus Ce = 0'f3, dass C durch /3, ebenso @ durch o theilbar ist;
wir haben daher eine Zerlegung von der Form

A= ay, 0 = By, 0 = ad, C = 39,
wo & ein durch die Wahl von y bestimmter, griosster gemeinsamer Theiler
von @, C ist. Durch den Uebergang zu den conjugirten Zahlen ergiebt
sich hieraus die zweite Zerlegung
A=a'y, 0=0dd, G'= 3y, C=p'",
mithin muss ¢ als gemeinsamer Theiler von A, © ein Theiler von y sein,
und wenn man y = ¢'¢ setzt, so folgt aus A = aa's, dass & =& eine natiir-
liche Zahl ist, weil dasselbe von ee¢’ und von dem ersten Coefficienten A
der positiven - Form (4, 4B, C) gilt; aus der doppelten Darstellung von O
folgt ferner fy = fo'e = ¢'0", also 0'= e, & = ¢, und die beiden obigen
Zerlegungen fliessen zusammen in die folgende
A = ad's, O = Ba'e, 0' = aff's, C=ppe
Die natiirliche Zahl & ist daher gemeinsamer Theiler von A, C, 0, @', also
auch von B=0+60', und da (4,1B,C) eine urspriingliche Form ist, so
folgt ¢ =1, also
A=ac, 0 = pe!, 0 =off, C=/4p3.
Jedes der auf die obige Weise aus den gegebenen Zahlen A, © abgeleiteten
sechs Paare von relativen Primzahlen o, 3 ist daher wirklich eine Basis
eines Moduls #,, der die gegebene Form (4,}B,C) entspricht, und ausser
diesen Basen giebt es keine andere. Bezeichnet man eine bestimmte von
ihnen mit e, 3, so haben sie die gemeinsame Form «a, fg, wo o alle sechs

Einheiten +1, +¢, +¢* durchliuft, und sie liefern immer drei verschiedene,
aber #quivalente Moduln

k, = [(X, ﬂ]a kvg == [ag, /5)9]' [‘ve’ = [a('?a /3()2]'
Das hiermit gewonnene Resultat kinnen wir so aussprechen:

Jedem Tripel von dquivalenten Moduln k., k,,, k,, enlspricht eine be-
stimmte Klasse 5, von eigentlich dquivalenten quadratischen Formen der Dis-
criminante D = —3 K, und umgekehrt entspricht jede solche Formenklasse immer
einem und nur einem solchen Tripel von Moduln. Die gemeinsame Anzahl der
Modultripel und Formenhlassen ist = 3 k',

Jeder Basis e, 3 des Moduls k, entspricht, wie oben bemerkt, eine
Basis o/, —3' des mit &, conjugirten Moduls k,.; ersetzt man aber «, /3 resp.
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durch o', —/', so gehen die drei Zahlen A, B, C resp. in A, —B, C iiber,
also entsprechen diesen Basen der Moduln &,, k,. die beiden entgegengesetzten
Formen (4, +B, C) und (4, —4 B, C); zugleich ist k,.,. mit k,,, und ebenso
k,, mit k,, conjugirt, und zwei solchen conjugirten Tripeln entsprechen
zwei entgegengesetzte Formenklassen F, und §,..

Hinsichtlich der Auswahl der Basen e, 3 und der entsprechenden
Formen (A, 3B, C) erwihnen wir zwei verschiedene Regeln, deren jede
sich durch besondere Vorziige empfiehlt. Die eine besteht darin, dass man
(mach D. § 187. 8. 652—655) fiir die erste Basiszahl « eine natiirliche
Zahl m wiihlt; setzt man dann die zweite Basiszahl 3 = t+ngp, so wird
immer mn = k, und die entsprechende Form hat die Coefficienten

A=m B =m(2t—n), C=t—tn+tn’

diese Formen bilden einen speciellen Fall derjenigen Formen, welche
Gauss in den Artikeln 2564, 2565 der Disquisitiones Arithmeticae betrachtet
(vergl. D. §§ 150, 151). Nach der zweiten Regel wiihlt man die Basis
immer so, dass ihr eine sogenannte reducirte Form (A, B, C) entspricht,
in welcher absolut genommen B = A=_C, und welche aus der ersten
Form leicht abzuleiten ist (Art. 171 der Disqu. Arithm. oder D. § 164).

Wir erinnern noch daran, dass (nach D, § 187) der Multiplication der
Moduln, welche durch k., =k, ausgedriickt wird, die Composition der
Formenklassen &5, = &, entspricht, und kniipfen hieran die folgende Be-
trachtung. Da jeder Formenklasse $§, ein und nur ein Tripel von Moduln
ky, k,,, k,p entspricht, welche denselben Charakter (») haben, so kann
man diesen Charakter eindeutig auf die Formenklasse iibertragen, indem
man () =y(k)=p(@) setzt, und da hieraus »(F,.) = v(&.) v&.)
folgt, so ist jetzt v ein Charakter der Abelschen Gruppe §, welche aus
den 3k" Formenklassen § besteht. Wir haben oben mit f, alle diejenigen
Moduln k, bezeichnet, deren Charakter (k)= 1 ist; sie bilden eine aus
k' Tripeln bestehende Gruppe, und ebenso bilden die zugehvrigen k'
Formenklassen eine Gruppe &, welche wieder der Gruppe v, in § 9 ent-
spricht; zugleich ist (&, $) =3, und wenn man mit §, eine bestimmt ge-
wiihlte Formenklasse bezeichnet, deren Charakter = ¢ ist, so besteht die
Gesammtgruppe § der 34" Formenklassen aus den drei Complexen -®,
GF, = G, GF; =0, denen resp. die Charaktere 1,9, " zukommen. In
welcher Beziehung steht nun diese Gruppe G zu unserem kubischen Korper K?
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Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir alle diejenigen in D
nicht aufgehenden natiirlichen Primzahlen p, welche = 1(mod. 3) sind, von
welchen also die Grundzahl D quadratischer Rest ist. Im quadratischen
Korper Q ist daher p =zna', wo n, 7' zwei conjugirte, wesentlich verschie-
dene Primzahlen bedeuten, die nicht in 3% aufgehen; diese Primzahlen
sind resp. in den beiden conjugirten Moduln k&, k, enthalten, und da
p = N(n) = N(a') ist, so ist p darstellbar durch jede in den beiden entgegen-
gesetzten Formenklassen ,, &, enthaltene Form (A4, 1B, C). Da umgekehrt
(nach D. § 60) jede solche Form, durch welche p darstellbar ist, mit einer
Form (p,4r, ¢) dquivalent ist, wo ' = D+4pg= D(mod. 4p), und da die
letztere Form, wie oben gezeigt ist, immer nur drei iquivalenten Moduln
k, = [e, 3] entspricht, wo ea'=p, also @ mit # oder n' associirt und folg-
lich auch relative Primzahl zu & ist, so muss k, = k,, oder = k,, sein,
mithin gehort die Form (p, 1r, ¢) einer der beiden Formenklassen ., &,
an, und die natiirliche Primzahl p ist daher ausschliesslich darstellbar durch
die Formen dieser beiden Klassen (vergl. D. §§ 86,87). Nun gehort die
Formenklasse i, dem Complexe &, ®, &, und gleichzeitig gehort die
Formenklasse F,. dem Complexe &, ®, ®, an, je nachdem w(a)=1, ¢, ¢
ist; nach der Definition der Funetion w in § 7 tritt aber der erste dieser
drei Fille dann und nur dann ein, wenn ab® kubischer Rest der natiirlichen
Primzahl p ist, wo a.b die Invarianten des kubischen Korpers K bedeuten.
Wollen wir diesen Korper K nicht ausdriicklich erwiihnen, so besteht das
hiermit gewonnene Resultat in dem folgenden

Satz. [Ist mindestens eine der beiden natirlichen Zahlen b o 1
und ab durch kein Quadrat einer natiirlichen Primzahl theilbar, setzt man
ferner k =3ab oder = ab, je nachdem (a*—b*) durch 9 untheilbar oder theil-
bar isl, so ist die Anzahl aller nicht dquivalenten, positiven, urspringlichen
bindren quadratischen Formen (A,%B, C) von der Discriminante B*—4 AC
=D =—3K immer ein Vielfaches 3K' wvon 3, und ein Drittel der durch
diese Formen wvertrelenen Formenklassen bildet eine Compositionsgruppe ®,
welche durch die folgende Eigenschaft charakterisirt ist: Bedeutet p Jjede
natirliche Primzahl, welche = 1(mod. 3) ist und nicht in D aufgeht, so sind
durch die k" Formen der Gruppe & alle und nur solche Primzahlen p dar-
stellbar, von denen ab’, also auch a'b kubischer Rest ist, wihrend durch die

Formen der iibrigen 2k" Klassen alle und nur solche Primszahlen p darstellbar
sind, von denen ab® kubischer Nichtrest ist.
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Wollen wir aber die Bedeutung der quadratischen Formen fiir den
kubischen Korper K hervorheben, so erinnern wir uns daran, dass (nach § 5) die
natiirliche Primzahl p, je nachdem ab® kubischer Rest oder Nichtrest von p
ist, im Korper K durch drei verschiedene Primideale ersten Grades theilbar
oder selbst eine Primzahl dritten Grades ist, und erhalten den folgenden*®)

Satz. Bedeutet D die Grundzahl eines kubischen Kirpers K, so ist
die Anzahl der Klassen, in welche die urspriinglichen biniren quadratischen
Formen von der Discriminante D zerfallen, ein Vielfaches von 3, und ein
Drittel dieser Klassen bildet eine durch [olgende Eigenschaft charaklerisirte
Compositionsgruppe &: Bedeutet p jede, in D nicht aufgehende, natiirliche Prim-
zahl, von welcher D quadratischer Rest ist, so wird p im Korper K durch
drei verschiedene Primideale theilbar oder selbst eine Primzahl sein, je nach-
dem p durch eine Form der Gruppe & darstellbar ist oder nicht.

Auf einem der Papiere aus dem Nachlasse von Gauss, welche mir
— wahrscheinlich im Jahre 1860 — zur Ansicht, aber nicht zur Heraus-
gabe mitgetheilt wurden, befand sich eine Bemerkung iiber kubische Reste,
welche nach meiner Abschrift folgendermassen lautet:

Obseruatio venustissima inductione [acla.
2 est Residuum vel non residuum cubicum numeri primi p formae
3n-+1, prout p repraesentabilis est per formam
xzx+27yy
vel dxx+2zy+Tyy.
3 est Residuum vel non residuum, prout p repraesentabilis est per
zx+243yy aut dex+2xy+461yy
vel Tex+6xy+36yy aut Yrx+6zy-+28yy.

b est Residuum Nonresiduum
(1, 0, 675) si (7, 2,97
(26, 0, 27) p 9, 38, 76)

(13, 1, 52) | reprae- | (19, 3, 36)
4, 1, 169) senta- | (25, b, 28)

tur per | (25, 10, 31)
(2%; . 9;:28)

*) Die Form, in welcher ich diesen Fundamentalsatz hier ausspreche, ist.so gewihlt,
dass sie, wie ich glaube, fiir alle kubischen Kérper ohne Ausnahme, selbst fiir die Kreis-
korper gilt; den allgemeinen Beweis dieses Satzes zu finden, ist mir aber bisher nicht
gelungen. Dagegen bietet die Zerlegung aller anderen Primzahlen p in Primideale keine
erhebliche Schwierigkeit dar.
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In diesen Siitzen muss man ohne Zweifel die frithesten Entdeckungen
erblicken, die Gauss auf dem Gebiete der kubischen (und biquadratischen)
Reste gemacht hat, und durch welche er bald darauf zu der Erweiterung
des Begriffes der ganzen Zahl gefiihrt ist (vergl. § 7).

Noch bevor dieses merkwiirdige Fragment mir bekannt geworden
war, hatte ich den ersten dieser drei Siitze bei dem Versuche gefunden, die
Methode, durch welche Gauss den biquadratischen Charakter der Zahl 2
bestimmt (Theoria residuorum biquadraticorum I. Art. 15—23), auf die
Theorie der kubischen Reste zu iibertragen. Der Beweis, den ich am
7. Januar 1858 in einer algebraischen Vorlesung zu Gittingen vorgetragen
habe, ergiebt sich in der That sehr einfach aus Art. 358 der Dis-
quisitiones Arithmeticae; behilt man niimlich die dortige Bezeichnung bei,
bedeutet also = eine natiirliche Primzahl, welche = 1 (mod. 3) ist, so
zeigt Gauss, dass immer

4n = MM+ 27NN

und gleichzeitig, wenn M= 1 (moa. 3) gewiihlt wird,
9a = n+14M

ist, Wo a—1=(RK) die Anzahl derjenigen incongruenten kubischen Reste
s von n bedeutet, welche die Eigenschaft besitzen, dass aunch (z+41) kubischer
Rest von = ist.  Setzt man nun z+41 = 5, (mod. n) und bedenkt, dass die
Zahl (—1) immer kubischer Rest von n ist, so folgt aus —z,+1=—3
(mod. »), dass die Zahl (—z,) dieselbe Eigenschaft wie z besitzt. Man kann
daher alle diese (a—1) Zahlklassen z in eine Reihe von Paaren z und
(—%—1) ordnen, und folglich wird a—1 eine gerade Zahl sein, wenn nicht
etwa der Fall vorkommt, dass die beiden Zahlen derselben Klasse angehoren,
also 2z E —1 (mod. ») ist; dies geschieht immer und nur dann, wenn die Zahl 2
selbst ein kubischer Rest von # ist, und da es in diesem Falle auch nur
fir eine einzige Klasse s geschieht, so ergiebt sich, dass @ gerade oder
ungerade ist, je nachdem die Zahl 2 kubischer Rest oder Nichtrest von
ist*). Da ferner immer a = M= N (mod. 2) ist, so folgt, dass die Prim-

*) Aus der Bedeutung der Gaussschen Zahlen b — (R, ¢ = (KK"), welche
nicht beide ungerade sein konnen, ergiebt sich allgemeiner, dass die Zahl 2 dem Complex
& oder & oder 8" angehirt, je nachdem @ == b-—c¢==0 oder a+1-=b+1==¢=-0 oder
a+1=b=c+1=0 (mod. 2) ist.
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zahl » im ersten Falle und nur in diesem durch die Hauptform (1,0, 27)
= axax+27yy darstellbar ist; wenn aber 2 kubischer Nichtrest von » ist, so
muss n durch die beiden anderen reducirten Formen (4,+1,7) = 4za+2ay
+7yy der Determinante —27 oder der Discriminante — 108 darstellbar sein.
Hiermit ist der obige Satz vollstiindig bewiesen, und man iiberzeugt sich
leicht, dass er mit unserer allgemeinen Theorie iibereinstimmt, weil die

Invarianten des durch die Zahl 1;2 erzeugten kubischen Korpers K, die Zahlen
2 und 1 sind, woraus k=6, k" =1 folgt.

Unterhalb 100 giebt es nur zwei Primzahlen » oder p, von denen
die Zahl 2 kubischer Rest ist, nimlich

31 =2"427.17 43 = 4*427-1°,

und wenn ¢ eine willkiirliche Zahl bedeutet, so ist

£—2=(0-4)@-7(0+11) (mod. 31),

£—2 = (+9)(¢+11)(¢—-20) (mod. 43),
wie man leicht mit Hiilfe des Canon Arithmeticus von Jacobi findet.

Gehen wir jetzt zu den beiden anderen Siitzen iiber, um sie eben-
falls mit unserer Theorie zu vergleichen, so ist es auch hier zweckmiissig,
zu jeder der von Gauss angegebenen reducirten Formen, falls sie nicht eine
zweiseitige (eine forma anceps) ist, die entgegengesetzte Form hinzuzufiigen.
In dem zweiten Satze, der von dem kubischen Charakter der Zahl 3 handelt,
ist das Formensystem der Deferminante —243 ausserdem noch durch die
beiden oben fehlenden Formen (13, + 2, 19) zu erginzen, und wir wollen
(wie im folgenden § 12) zur Abkiirzung
(1, 0,243) =(00), (7,-8,36) = (10), (7, 3,36) = (20);

(4, 1, 61)=(01), (9, 3,28)=(11), (18,—2,19)="(21),
4,-1, 61)=(02), (13, 2,19)=(12), (9,~8,28) = (22)
setzen. Die Bedeutung dieser Bezeichnung ist folgende. Jede Form (y3),
wo die beiden Zahlen y, z durch beliebige nach dem Modul 3 congruente
Zahlen ersetzt werden diirfen, soll auch als Zeichen fiir die durch sie repri-
sentirte Formenklasse angesehen werden; dann ist die aus den Klassen (y,3,)

und (y,3,) zusammengesetzte Klasse
(413) (923,) = (y3), wo y=y9i+y, 3=5"T% (uEodis
also auch

(y3) = (16)7(01y,  (10) = (01) = (00),
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und der Satz von Gauss besteht darin, dass die Zahl 3 kubischer Rest oder
Nichtrest der natiirlichen Primzahl p ist, je nachdem p durch eine der drei
Formen (00), (01), (02) darstellbar ist oder nicht. Die kleinsten durch die
Formen (00), (01) darstellbaren Primzahlen sind

307 = 8°+243.1° 61 =4.0"+2.0.1461.1%
und es ist
£ —8 = (t+79)(¢+113)(¢+115) (mod. 307)
£—38=(t—4)(t-5)(t+9) (mod. 61).

Vergleichen wir nun diesen zweiten Satz von Gauss mit unserer

Theorie, so ergiebt sich Folgendes. Die Invarianten des durch die Zahl ;/3
erzeugten Korpers K, sind die Zahlen 3, 1, und da folglich £#=9, ¥ =1
ist, so miissen schon die drei reducirten Formen

(1,56, (71,+%9
der Discriminante —243 die Entscheidung iiber den kubischen Charakter der
Zahl 3 geben; die oben mit & bezeichnete Gruppe besteht allein aus der
Hauptklasse (1,3,61), und die Zahl 3 ist daher kubischer Rest von allen
.und nur von denjenigen Primzahlen p, welche durch diese Form darstellbar
sind. In der That ist wieder

307 = "4 7.2461.2°, 61 = 0°+0.1461.1*

und man erkennt leicht, dass der Satz von Gauss vollstindig mit dem unsrigen
iibereinstimmt. Dies beruht auf den allgemeinen Siitzen iiber den Zusammen-
hang zwischen den Formen verschiedener Ordnung; jede Gruppe ® inner-
halb der Gesammtgruppe £ aller Formen der Discriminante D liefert eine
entsprechende Gruppe @' innerhalb der Gesammtgruppe $' aller Formen,
deren Discriminante D' irgend ein quadratisches Vielfaches De’ von D ist, und
zwar bleibt die Anzahl (&', ') invariant = (@, §), weil jede Formenklasse der
Discriminante D sich in gleich viele Formenklassen der Diseriminante D'
zertheilt™). Jede solche, aus einer Gruppe ® abgeleitete Gruppe @' ist
daran kenntlich, dass sie die Gruppe aller derjenigen Formenklassen der
Discriminante D" in sich enthilt, welche durch Composition mit der Haupt-
klasse der Discriminante D diese selbe Hauptklasse erzeugen. In unserem
Falle ist e =2, D = —=3(9)", D' = —3(18), und je drei Formenklassen (y )
*) Vergl. D. §§ 150, 151, 187 und die obige Anmerkung zu § 10 auf S. 83.
13*
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der letzteren Discriminante liefern durch Composition mit der Klasse (1,4, 61)
eine Klasse der Discriminante D, was in leicht verstindlicher Weise durch

1€00), (01, 02} (1, 4, 61) = (1, % 6D

(10), (11), AD|(1, 4, 61) = (. ~4, 9)

j20), @), @D, 4 =G § 9
oder durch

(y3)(1, 4, 61) = (7, -4, 9)
bezeichnet werden kann.
Aus demselben Grunde kionnte man in umgekehrter Weise den ersten

Satz von Gauss so umformen, dass zur Entscheidung iiber den kubischen
Charakter der Zahl 2 die Formen der Discriminante D = — 3(6)* durch je
drei Formen der Discriminante D' = —3(18)* ersetzt werden; in der That ist

1(00), (11), (22)|(1, 0, 27) = (1, O, 27)

'(01)3 (]2)3 (20);07 0, 27) e (43_1: 7)

{(02), (10), 21)}(1, 0, 27)=(4, 1, )
oder

(ys)(1, 0, 27) = (4, =1, T)*,
und die Zahl 2 ist kubischer Rest oder Nichtrest einer Primzahl p, je nach-
dem letztere darstellbar oder nicht darstellbar durch eine der drei Formen
(00), (11), (22) ist; so z B. werden die beiden oben genannten Primzahlen
31 und 43, von denen 2 kubischer Rest ist, durch die Form (11) = (9, 3, 28)
dargestellt:
81=9.1°46.1.(~1)4-28.(—1}, 43=19.1’46.1.1+28.1%

Ganz dhnlich verhilt es sich mit dem dritten Satz von Gauss, WO
zur Entscheidung iiber die Zahl 5 die 18 Formen der Discriminante
D' = —3(30) benutat werden, wihrend nach unserer Theorie schon die
6 Formen der Discriminante D = —3(156)* hierzu ausreichen. Um die
Composition der ersteren 18 Formen mit einander iibersichtlich darzustellen
(wie bei dem zweiten Satze), wollen wir sie gemeinsam durch (yz) be-
zeichnen, wo z wieder nach dem Modul 3, aber y jetzt nach dem Modul 6

zu nehmen ist; setzen wir
(10)=(7, 2, 97), (O1)=(4, 1, 169),  (y3) = (10)'(0L)",

80 wird
(60) = (03) = (00),
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ferner
(00) = (1, 0,673), (01)= (4, 1,169), (02)= (4, -1, 169)
10y = (7, 2, 97), (11)=(27,-9, 28), ' (12)=(2b, b, 28)
(20) = (19, 3, 36), (21) = (25,10, 31), (22) = (9, —3, 76)
(30) = (25, 0, 27), (31)=(13, 1, 52), (32)= (13, -1, 82)
(40) = (19,—3, 36), (41)= (9, 8, 76), (42) = (25,—10, 31)
(60) = (7,-2, 97), (bl) = (25,—H, 28), (82) = (27, 9, 28)
und die Composition dieser Formenklassen mit der Hauptklasse (1, 4, 169)
kann durch
1€00), (01), (02)1(1, 4, 169) = (1, }, 169)
{(10), (11), (12)|(1, 4, 169) = (7,—§, 26)
1(20), (21), (22) | (1, 4, 169) = (9,—§, 19)
{(30), (1), (32)[(1, 4, 169) =(13, §, 13)
{(40), (41), 42)1(1, 4, 169) = (9, §, 19)
{(650), (B1), (52)|(1, 4, 169) = (7, §, 2b)
oder kurz durch
(y) (1, &, 169) = (7, —3§, 2b)
dargestellt werden. Die Zahl 5 ist dann und nur dann kubischer Rest der
Primzahl p, wenn p durch eine der heiden zweiseitigen Formen

1, 1, 169), (13, ¥, 13)

darstellbar ist; offenbar ist 13 die kleinste solche Primzahl, und sie ist
darstellbar durch die Formen (31), (32); zugleich ist

£—b=(t+2)(t+5)(t+6) (mod. 13).

Die 18 Formen (yz) der Discriminante D' = —3(30)° geben, weil
je sechs von ihnen aus einer Form der Discriminante D = —3(6)* entstehen,
auch wieder die Entscheidung iiber den kubischen Charakter der Zahl 2; aus

(1)1, 0, 20) =(O1)(1, 0,27) =(4, 1, T
folgt
(yz) 1, 0, 27)=(4, 1, 7)y+'1

mithin entspricht der Hauptklasse (1, 0, 27) die Gruppe der sechs Klassen
(00), (12), (21), (30), (42), (51), welche die Potenzen der Klasse (12)
oder (51) sind, und die Zahl 2 ist dann und nur dann kubischer Rest der
Primzahl p, wenn p durch eine Form dieser Gruppe darstellbar ist; so
z. B. wird die oben angefiihrte Primzahl 43 durch die beiden Formen (12),
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(51), und ebenso die Primzahl 31 durch die beiden Formen (21), (42)
dargestellt, —

Wir haben an den drei Siitzen von Gauss soeben gezeigt, wie der
kubische Charakter einer Zahl ab’, der nach unserer Theorie von den Formen
der Discriminante D = —34" abhiingt, auch durch die Formen jeder Dis-
criminante D' = De’ = —3(ke)’ bestimmt werden kann, welche ein quadra-
tisches Vielfaches von D ist. Aus der Definition der Function v in § 7 und
aus dem Satze XVI in § 8 folgt aber auch, wie der Leser leicht finden
wird, dass die Grundzahl D des kubischen Korpers K wirklich die absolut
kleinste Discriminante ist, deren Formen die fragliche Entscheidung geben,
und hierin liegt eine wesentliche Vervollstindigung des oben in doppelter
Form ausgesprochenen allgemeinen Satzes. Noch wichtiger ist aber der
Umstand, dass die in § 10 bewiesene Umformung der Function H nické mehr
gelten wiirde, wenn man statt der Moduln #,, denen die Formenklassen g,
von der Discriminante D entsprechen, solche Moduln (ke), einfiihren wollte,
denen Formen von absolut grisserer Discriminante D' = De® entsprechen;
auch dies beruht auf dem Satze XVI in § 8 doch wollen wir uns hier be-
gniigen, die Thatsache an den folgenden Beispielen nachzuweisen.

§ 12.

Beispiele.
Wir haben schon am Schlusse von § 4 hervorgehoben, dass ein
(reeller) reiner kubischer Korper K durch seine Grundzahl D = — 34 im

Allgemeinen noch nicht vollstindig bestimmt ist, dass es also verschiedene
Kiorper K geben kann, welche demselben Werthe der natiirlichen Zahl k&
entsprechen. Zu allen diesen Korpern K gehort dann auch dasselbe System
von Moduln %, des quadratischen Korpers ¢ (in § 10) und dasselbe System §
von bindiren Formen (in § 11); aber diese Korper K werden sich immer
von einander unterscheiden durch die zugehirige Function w (in § 7) und
folglich durch die Gruppe & (in § 11), welche aus einem Drittel der
Gruppe $ besteht. Zufolge der Tabelle in § 2 tritt dieser Fall zuerst fiir

den Werth &= 18 ein, welchem die beiden dur¢h die Zahlen ]a/ 6 und ;/12
erzengten Korper K, und K, entsprechen, und da die Zahl 18 durch die
beiden ersten in der Tabelle auftretenden Werthe 6 und 9 von % theilbar
ist, so wird die Untersuchung des Falles % = 18 zugleich die Theorie der

durch die Zahlen ;7 2 und ;’3 erzeugten Korper K, und K, umfassen, mit
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welchen wir uns eben schon in § 11 beschiiftigt haben; die Durchfiihrung
dieses Beispiels wird daher besonders lehrreich sein.

Zuniichst kommt es nach § 9 darauf an, im quadratischen Korper Q
alle ganzen Zahlen w« iibersichtlich darzustellen, welche relative Primzahlen
zum Modul k=18 sind; da 2 und 3 die einzigen in 18 aufgehenden
natiirlichen Primzahlen sind, so erhalten wir

p(k) = ¢(18) = 18(1—-H)(1-4) = 6,
¢ (K) = 9K" = ¢"(18) = 18(1 -3 (1—§) = 27,
also &' =3, und die Anzahl der incongruenten Zahlen w ist
¢/ (B) = p(B) " () = ' (18) = 162 = 2.3,
Die Gruppe & dieser Zahlklassen w lisst sich durch
w=Db"p*(4—30)(1+99) (mod. 18)
darstellen, wo der Exponent w nach dem Modul 6, die Exponenten z,y, s
aber nach dem Modul 3 zu nehmen sind, weil
M="'=U-300=(14+9%)=1 (mod. 18)
ist. Dass diese Darstellung vollstiindig und wesentlich nur auf eine einzige
Weise moglich ist, erkennt man leicht daraus, dass sie aus den beiden
folgenden Darstellungen
w=(—1)"e*-4"(4—39) (mod. 9),
i ks (mod. 2)
zusammengesetzt ist; die erstere stimmt mit der in § 8. S, 70 angegebenen
iiberein und dient dazu, um aus der gegebenen Zahl u die Exponenten w
(mod. 6), (mod. 3) und y(mod. 3) zu bestimmen, wiithrend aus der letzteren
Darstellung sich die Zahl z(mod. 3) ergiebt; zugleich folgt aus § 8. S. 70
die Bestimmung
3 %
(;) s

= (’ZI’
so geniigt diese Einheit der Bedingung ou = + 1(mod. 3), und zugleich wird
fop = @'t (mod. 2);
da nun die Zahl 2 auch im Korper @ eine Primzahl, und N(2)=4
=3-1+1 ist, so folgt aus der Definition das kubischen Charakters in

§ 7 auch
(%) = e

Setzen wir ferner
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Endlich bemerken wir, dass aus der obigen Darstellung der Zahlen u

(mod. 18) auch die Darstellung
w' = H°**(4— 30) (14 90)* (mod. 18)

der conjugirten Zahlen u' folgt, weil 4—3¢" = (4-3¢)", und 149¢°

== (149¢)’(mod. 18) ist.

Gehen wir nun dazu iiber, nach den Regeln in §§ 10, 11 die
27 Moduln 4, zu bestimmen, so ist zuniichst zu bemerken, dass die Gruppe
R derjenigen Klassen, welche auch rationale Zahlen enthalten, aus den

6 Klassen
=157 17,13, 11 (mod. 18),

and die Gruppe RS(in § 11. S. 88) aus den 18 Klassen 5“g® besteht.
Wir werden daher alle Moduln %4, und jeden nur einmal erhalten, wenn
wir in der obigen Darstellung immer w =0 setzen, wiihrend jede der
Zahlen ,y,z ihre drei Werthe durchlaufen muss. Da ferner diese
27 Moduln in 9 Tripel von der Form #k,, k,,, k,, zerfallen, welche je einem
Complex RS u entsprechen, und da fiir unseren Zweck von je drei solchen
fquivalenten Moduln nur einer erforderlich ist, so diirfen wir auch @ =0
setzen und erhalten die folgende, sogleich zu erliuternde Tabelle:

R R R P I o B e 2 s
0|01 E 1,180 (1,90 11 | B Al £l bl
1| 0 | 4+15¢ 6,243¢ 32+391239 e |01 |e
2;ol7+3g'61+3o 8,1+30|2143¢ | ¢ | 0 | 1 | ¢
0|1 | 1+9¢ 21+994 190 | 2,143¢| ¢ | 1 | 9" | @
1|1 [13+6¢ 31+6()|32+3pf169 1 [ e e | e
B § ,16+3() 6,4+3¢ | 3,1+3¢ | 2,3¢ ¢ e [teldd
0 | 2 [1049¢ |29¢ |19¢ |23¢ e |1 e |¢
118 y’13+15g@6,5+3p}3,2+3e|2,1+3o M T |
2 | 2 | 74120/ 8,2+6¢ | 3,1+3¢ | 1,60 Ljele e

Die Zahlen y, s der beiden ersten Spalten bestimmen in Verbindung
mit w—=a—0 die Zahlenklasse w(mod. 18) der dritten Spalte, und in der
folgenden Spalte ist fiir den zugehdrigen Modul (18), = [18, 189, 1] eine zwei-
gliedrige Basis angegeben, deren erstes Glied eine natiirliche Zahl ist;
diese Basis ist nach bekannten Regeln (D.§ 172, 8. 519—520) immer
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leicht zu finden. Die 9 Moduln (18), bilden eine Gruppe, und das Gesetz
ihrer Multiplication ergiebt sich aus ihrer Darstellung
(18), = [6, 2+8¢]'[2, 1+9¢]-

Die binidren quadratischen Formen (A4, 1B, C) von der Discriminante — 3 (18)7,
welche den hier angegebenen Modulbasen entsprechen (§ 11), sind nicht
reducirt, aber es hat (nach D. § 64) keine Schwierigkeit, die ihnen diqui-
valenten reducirten Formen herzustellen, und diese letzteren sind mit den-
jenigen identisch, welche wir in § 11 bei der Besprechung des szweiten

Satzes von Gauss mit (ys) bezeichnet haben. In der fiinften und sechsten
Spalte findet man zweigliedrige Basen fiir die durch die Zahl « bestimm-

ten Moduln

9,=[9, 9¢, u] = (18111, S¢}= (18),9,,

6, =[6, 6¢, u] = (18),[1, 6¢] = (18),6,,
und die ihnen entsprechenden Formenklassen von den  Discriminanten
—3.9” und —3-6° ergeben sich durch Composition der Formen (yz) mit
den Formen (1,1}, 61) und (1,0,27), wie ebenfalls schon in § 11 be-
sprochen ist.

Die vier letzten Spalten enthalten endlich die Werthe der Charaktere

3 3 3 3
w(u) fiir die durch V2, V8, V6, V12 erzeugten reinen kubischen Korper
K, K., K, K;, welche den Zeilen 1,2,4,5 der Tabelle in § 2 entsprechen.
Da alle vier Korper von erster Art sind, so ist die Formel XI in § 8
(S. 72) anzuwenden, also

v = @),

wo die Einheit ¢ der Bedingung ou = +1(mod. 3) geniigen muss, und wo
die Zahlen w,v,a, b, aus den Invarianten a, b des Korpers K so zu be-
stimmen sind, dass

a =3% &, b = 3%-b,,

und a,, b, nicht durch 3 theilbar werden. Die Einheit ¢ ist oben schon
fir jede Zahl u bestimmt, und zugleich ist

(=0 (D)=
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hieraus ergeben sich fiir unsere vier Korper die folgenden Bestimmungen :
Korper K,; k=6; §'=1.
sa=2 . bely u=000: ¢,=2,5=1,

1/)1([&) = (O;‘;l) = ()"+'Zz.

Korper K,; k=9; k' =1.
a=3,b=1; u=10=0; a,=1,b,=1;
3 ;
lpz(‘u,) ::(a)____()l.v.
Korper K,; k= 18; k" = 3.
a=6,b=1; u=10=0; a,=2,b,=1;

Ya(u) = (D (3)=e"

Korper K;; k= 18; k' =3,
a=38,b=2 u=1,0=0; a,=1,b,=2

1//5<‘ll> = (Z) (O:f) =5 (:) (%)2 = 9y+z.

Nachdem hiermit die vier letzten Spalten unserer Tabelle ausgefiillt
sind, ergeben sich aus diesen Werthen von y die (nicht #quivalenten)

I\IOdlllll fu’ fl’ f“ fir welche l/l(f“>= 1) W(fn) =.0, w(fz) = ()25 und deren ge-
meinsame Anzahl =& ist:

Korper K,.
f= [1’ 69]1 = (2, 3(’], L= [2, 1+3()].
Kborper K,.
fu o [11 99]9 f1 - [35 1‘*‘39], f-z S [3, 2+3()]
Korper K,.
t, = [1, 18¢], [6, 14 3¢), [6,2+43¢]
t = (2, 99¢], [3,246¢], [6,5+3¢]
L. =[2, 14+9¢], (3, 1+6¢), [6,4+3¢).
Kéorper K..
f= [1’ 18(’]’ [6'; 44 39], [6, 5+3()]
t, = [2, 14+9¢], [3,2+6¢], [6,2+3¢]
f.=[2,9¢), [3,1+6¢], [6, 143¢]
Die zu diesen 15 Moduln gehirigen reducirten quadratischen Formen
sind schon frilher angegeben, und hiermit sind zugleich die beiden ersten
Siitze von Gauss in § 11 durch unsere allgemeine Theorie bestitigt. Um
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nun fiir die hier betrachteten vier Korper K,, K., K,, K; auch die entsprechen-
den Functionen H, H,, H,, H, zu bestimmen, welche in § 11 (S.88) in
der Form
2H = I'SE)—-='S®)
dargestellt sind, setzen wir zur Abkiirzung
U= S[1, 18¢] = =(a’4-2439*)~",
U, = S[3, 1+6¢] = S[3,2+46¢] = =(92’+6xy+28y*) ",
U, = S[2,90] = S[2, 14+9¢] = =4a’+2ay+61y°)",
U, = S[6, 14+3¢] = S[6, 2+ 3¢] = =(72'+6xy+36y")~",
U, = S[6, 4+3¢] = S[6, 5+3¢] = =(132°+4ay+19y*) ",
ferner
v, = 8[1, 6(‘] e 2(-”’?'*'27”2)",»
W= S[2, 3()] = S['Z, 1-}-39] — ?(4m2+2$y+7y2)_,’
V, = S[1,9¢] = Z(a’+axy+61y*)~,
W, = 8[3, 1+3¢] = 8[3, 2+8¢] = =(7«*+3ay+9y*)*
und erhalten
2H, =V,—W,, 2H,=V,—-W,
ZH* = (U+2 U4)—(Ul+ UH' Us),
2H; = (U+2 US)_(U1+ U,+ Ua)-

Wir wollen jetzt, wie wir schon am Schlusse von § 11 angekiindigt
haben, diese Beispiele benutzen, um noch einmal auf die in § 10 bewiesene
Umformung der Function H zuriickzukommen. Wir haben dort, wenn k&,
irgend eine Wurzel der Ordnung &, = [1, ko] bedeutet, mit S(k,) die
Summe der Grissen N(4)~* bezeichnet, wo 4 alle (von Null verschiedenen)
Zahlen des Moduls %, durchliuft; wir wollen jetzt unter dem Zeichen &,
den Inbegriff aller derjenigen von diesen Zahlen 4 verstehen, welche relative
Primzahlen zu k sind, und wollen den von diesen Zahlen herriihrenden
Theil der Summe S(k,) mit S(4,) bezeichnen; offenbar ist diese letztere
Summe identisch mit der am Schlusse von § 9 erkliirten Summe S(Rv),
und der in § 10 bewiesene Satz lautet

6H==y0)Sk) = =yp0)S(k,),
wo k, alle Wurzeln der Ordnung &, durchliuft. Wir haben dann in § 11
die zweite Summe durch die Betrachtung der Paare von conjugirten Moduln

und der Tripel von dquivalenten Moduln vereinfacht, und da dieselbe
14*
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Vereinfachung offenbar auch fiir die erste Summe gilt, so nimmt der vor-
stehende Satz die folgende Form an

2H=='SEt)—='8(t) = ='SE)—="S (1),

wo die Summationen nur auf alle nicht fiquivalenten Moduln f,, f, auszudehnen
sind. Diese beiden Ausdriicke fiir 2H unterscheiden sich dadurch von
cinander, dass in beiden Bestandtheilen des ersten Ausdruckes nur solche
Glieder N(2)™ auftreten, in welchen 4, also auch N(i) relative Primzahl
zu k ist, withrend in beiden Bestandtheilen des zweiten Ausdruckes auch solche
(3lieder N(4)~* auftreten, in welchen N(Z) nicht relative Primzahl zu & ist,
and der Satz besteht also darin, dass diese letzteren Glieder sich gegen-
seitig aufheben. Dies wollen wir jetzt wenigstens an unseren Beispielen
bestiitigen.

Iis ist in § 10 schon gezeigt, dass der grisste gemeinsame Theiler
von & und irgend einer in k, enthaltenen Zahl 4 immer mit einer natiir-
lichen Zahl n associirt ist, und wenn man k =mn setat, so iiberzeugt man
sich leicht, dass der Inbegriff aller der in 4, enthaltenen Zahlen 4, welchen
dieselbe Zahl » entspricht, = n.m,, d. h. der Inbegriff aller mit » multipli-
cirten Zahlen des Systems m, ist, und hieraus ergiebt sich offenbar der all-
gemeine Satz

S(k) = xSm)

n*

wo das Summenzeichen sich auf alle Zerlegungen & = mn bezieht; multiplicirt
man mit &%, so erhilt man

k*Sk,) == m""‘S(m'y),
wo m alle nattirlichen Divisoren von k durchliuft, und hieraus folgt nach

bekannten Regeln (D. § 138. 8. 362), wie umgekehrt die Summen von der
Form S(k)) sich durch Summen von der Form S(m,) darstellen lassen.

Um diesen Satz auf unsere Beispiele anzuwenden, betrachten wir
auch die Moduln 3,, 2,, welche je ein Tripel bilden, und den Modul
1, =1, ¢] und setzen

Y =8[12¢) = =(@+3y4)
Z=S8[1¢] =Z(a+ay+y)
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Bezeichnen wir ferner, falls S(m,) = M gesetzt ist, mit M" immer
die Summe S(m)), so erhalten wir die Relationen
Z's 2 Y Ay - e B

~V: = W,— W, = 8*T,
V= W,—W,=3"%

Y= 3NV 27HVL 4T,
~U} =8"Vi+2 W4T,
U,—U, = 3 Wi +27°V;+ T,
U,~U; = Us—U; = 3 *W; +2-*W; + T,

0

Sa==

wo zur Abkiirzung
T= 67X 497V 4+(18)Z
sesetzt ist, und hieraus folgt
) 2H, = Vl—-Wl_-—-..V‘I_W;,
2H, = V,—W,=V,—W;,
2H, = (U+2U,)—(U,+ U,+ Uy
0 (U.+2U;)——(U:+U;+U;)
2H; = (U+20,)—(U,+U,+ Uy,
= (U"4203)—(U; +U; 1)),
wodurch die in § 10 bewiesene Umformung bestiitigt wird.

I

Bei der Besprechung des zweiten Satzes von Gauss iiber den kubischen
Charakter der Zahl 3 haben wir bemerkt, dass derselbe vollstiindig it
unserer Theorie iibereinstimmt, obgleich Gauss die Darstellung der Prim-
zahlen p durch quadratische Formen von der Discriminante —3.(18)* benutzt,
withrend schon die Darstelling durch quadratische Formen von der Dis-
criminante —3.9° dieselbe Entscheidung liefert; jede der letzteren Formen
lost sich gewissermassen in drei Formen der hoheren Discriminante auf.
Ganz dasselbe gilt von dem ersten Satze iiber den kubischen Charakter
der Zahl 2; jede der von Gauss (in Uebereinstimmung mit unserer Theorie)
betrachteten Formen der Discriminante —3.6* konnte durch drei ent-
sprechende Formen der hoheren Discriminante —3.(18)" ersetat werden.
Aber um so wichtiger ist es hervorzuheben, dass die Wahl der einen oder
der anderen Discriminante durchaus nickt freisteht, wenn es sich um die
Herstellung der Funection

2H = ='S(t)—='8(t)
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handelt. In der That, wollte man (nach §11) die Formen von den Dis-
criminanten — 3.6 und —3.9° durch je drei entsprechende Formen der Dis-
criminante —3.(18) ersetzen, so wiirde man fiir 2H, und 2 H, die beiden
Ausdriicke

P, = (U4 2U)—(U,+ U,+Uy),

P, = (U+20,)—(U,+.U,+Uy)

erhalten, die aber von den oben gefundenen Ausdriicken (V,—W,) und
(V,—W,) wesentlich wverschieden sind. Behilt man von den Gliedern
N(i)~ dieser Summen nur diejenigen bei, in denen N(4) relative Primzahl
zu 18 ist, so erhiilt man die beiden entsprechenden Ausdriicke

P, = (U +2U05)—(U,+U; +Uy),
P; = (U" +2U;)—(U; +U; +U3),
und aus den obigen Formeln ergiebt sich
P, = P, +3.37%(V,—W)),
P, = P, 4+3.27%(V,—W)).

Hieraus folgt zuniichst, dass P, P, resp. verschieden sind von P;, P;; ferner
leuchtet aus der ersten Gleichung ein, dass P, auch von 2H, d.h. von
(Vi—W3;) verschieden ist, weil sonst das Aggregat P; auch solche Glieder
N(4)~* enthalten miisste, in denen N(i) durch 3 theilbar ist, was nicht der
Fall ist; dass aber auch P, verschieden von 2H, d. h. von (V; —W3) ist,
folgt aus der zweiten Gleichung erst dann, wenn man aus §§ 6, 7 noch
die Thatsache hinzuzieht, dass H, von der Form (1—-27°)"'M ist, wo M
nur solche Glieder N(4)~* enthiilt, in denen N(Z) relative Primzahl zu 2 ist.

Um nun den Zusammenhang zwischen den Functionen H,, P, P; und
den zwischen H,, P,, P, vollstindig aufzukliren, wollen wir bemerken, dass
ausser dem obigen Satze iiber die Zerlegung der Summe £*S(#4,) in Summen
von der Form m™S(m,) noch eine Reihe von Relationen zwischen unseren
Summen S(m,) besteht, die mit der Transformation der elliptischen Fune-
tionen nahe zusammenhiingen, und denen ebensoviele Relationen zwischen
den Summen S(m,) entsprechen. Fiir unseren Zweck geniigt es, den ein-
fachsten Fall dieses allgemeinen Satzes zu betrachten, der sich in sehr
verschiedenen Einkleidungen darstellen lidsst; wir wiihlen die 'folgende.
Sind e, # zwei Constanten von irrationalem Verhiltniss, und p eine natiirliche
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Primzahl, so bilden wir zwei Systeme von je (p+1) zweigliedrigen Moduln;
das erste System 9, soll aus den (p+1) Moduln

(e, 3], [pe, pB), [pe, pBl, ...[pe, pf]

bestehen, welche mit Ausnahme des ersten [¢, 3] simmtlich mit [pe, p/]
identisch sind, wiihrend das zweite System i, aus den (p+1) Moduln

[e, Al [pe B, [pe, a+pB], ..[pe,(p—1)e+f3]

bestehen soll, welche mit Ausnahme des ersten [, pB] von der Form
[pa, cat[3) sind, wo ¢ die p Zahlen 0, 1, 2...(p—1) durchlinft. Alle in
diesen (2p+2) Moduln enthaltenen Zahlen 4 sind von der Form 4 = za+y/3,
wo x, y ganze rationale Zahlen bedeuten, und jede solche Zahl 4 tritt, wie
Jer Leser leicht finden wird, ebenso oft in den Moduln des Systems I,
wie in den Moduln des Systems M, auf; sind ndmlich beide Zahlen x, y
durch p theilbar, so ist 2 in allen (p+1) Moduln des Systems M, und in
allen (p+1) Moduln des Systems I, enthalten; ist aber mindestens eine
der beiden Zahlen x, y untheilbar durch p, so ist 4 in einem einzigen
Modul des Systems 9, und in einem einzigen Modul des Systems 0t, enthalten.
Man kann daher sagen, dass M, und M, denselben Gehalt von Zahlen 4 be-
sitzen, wobei zugleich die Hiufigkeit des Auftretens dieser Zahlen beriick-
sichtigt werden soll.  Wir nehmen jetzt ferner an, dass das Verhiiltniss der
Constanten @, (3 micht reell ist, und setzen wie frither N(2) = 14’ —

(ma+yﬁ) (za'+yp), wo i' die mit 2 conjugirte complexe Zahl bedeutet, und
S[e, A] = TNy,
wo & alle von Null verschiedenen Zahlen des Moduls [e, /3] einfach durch-

liufr, wihrend die Constante s=>1 ist; dann folgt aus der obigen Ueber-
einstimmung der Systeme M,, M, der Satz

S(e, B]+pS[pe, pf] = S{e, pBl+=S(pe, ca+4],

wo das Summenzeichen = sich auf die p Zahlen ¢ bezieht; die linke Seite
dieser Gleichung lisst sich offenbar auch in der Form

(L+p.p~™) S[e, 53]
darstellen, und die Beispiele p =2, p =3 liefern die beiden folgenden Siitze
(1+2.27*(8[e, 8] = S[e, 28]+ S[2¢, B]+S[2e, a+43],
(14 3.37%(S[e, 3] = S[a, 33)+S[3e, 3]+ 8[3e, e+3]+8[3e, 2¢+73).
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Wendet man den ersten Satz auf die vier Moduln

(¢, 8] =[1, ). [1,8¢) [1,90], [3, 14+3¢]
den zweiten auf die fiinf Moduln

[¢, 8] = [1, 0], [1.2¢], [1,3¢], [1, 6¢], [2, 3¢]
an, und beriicksichtigt die Identitiiten

[2, 0] = o[1,2¢], [2, 14-¢] = ¢[1, 2¢};

(3,0] = 0[1,3¢), [3,1+¢] =¢'[1,30], [3,24¢] = (24-0)[L,0),
(3, 20] = e[2, 143¢), [3, 242¢] = ¢°[2, B¢}, (3, 14-2¢] = (1+2¢)[1, 2],
(3,30] = 3[L, 0], [3,6¢] = 3[1,20], [6,3¢] = 3p[1, 2¢],
so erhilt man die folgenden neun Relationen

(142.2-*Z = 3Y; (148.3*-3+Z = 8X,
(148.37*-3Y = (1+2.2") X = V,4-2W,,
(143.37X-3""Z = V,4+2W,,
(143.3"*)V,—8~*Y = U+2U,
(14+3.37)W,—-37*Y = U4 U+ U,
(14-2.2-*)¥, = U420,

(142.27YW, = U, 4 U,+ U,

von denen aber nur acht von einander unabhiingig sind.

Driickt man nun jede Summe M nach den obigen Formeln durch
Summen von der Form M aus, so ergeben sich fiir die letzteren die ein-
facheren Relationen

(1-2792Z' = 3Y"; (1-379Z = 3X,
(1-30Y'=(1-2")X" =Vi+2W]; X" =V 42W;,
Vi=U+2U;; Wi=U,+U;+U;,

(1-27)V; = U'+2U;; (1-27)W; = Ui+ U+ U;.

Wir wollen bemerken, dass man diese letzteren Relationen auch auf
einem ganz anderen Wege ableiten kann, bei welchem der leicht zu be-
weisende Hillfssatz zur Anwendung kommt, dass, wenn w (ebenso wie #)
relative Primzahl zu k& ist, der Inbegriff der durch w theilbaren Zahlen
in k, identisch mit u.k,,. ist, wo «' wieder die mit u conjugirte Zahl be-
deutet. Ist nun p eine natiirliche Primzahl, und » relative Primzahl zu pk,
so kann man jede der ¢ (k) Zahlklassen (mod. k), aus welchen das
System &, besteht, in p* Zahlklassen (mod. pk) zerlegen, welche sich, wenn
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p in k aufgeht, in Systeme von der Form (pk), zusammenfassen lassen,
wihrend im entgegengesetzten Falle auch noch die Zahlen in & zu
gruppiren sind, welche nicht relative Primzahlen zu p sind. Fiir unseren
Zweck geniigt es, die Resultate fiir die beiden Primzahlen p =2, p=3
anzugeben. Ist k gerade, so bestekt das System k, aus den beiden Systemen

(2,‘);1 (2"):’(1-4-'?9)»
d. h. jede in A, enthaltene Zahl findet sich in einem und nur einem dieser
peiden Systeme, und umgekehrt sind alle Zahlen dieser beiden Systeme
auch in &, enthalten. Ist aber & ungerade, so besteht &, aus den vier
Systemen
2.k, (2K),, (2");(1#9)’ (2k>;(1+’re‘)’

deren erstes der Inbegriff aller mit 2 multiplicirten Zahlen des Systems k,
ist. Wenn ferner k durch 3 theilbar ist, so besteht k, aus den drei Systemen

(3 k);, (3 k):'(H-ke)? (3 l‘)‘v(1+ke')7
und wenn £ micht durch 3 theilbar ist, so besteht &, aus den vier Systemen
A=) Koary (BB BBy BBoriey

Der erste dieser vier Sitze kann hier nicht zur Anwendung kommen, weil

18 nigli S8 4 theilbar ist; wendet man aber den zweiten, dritten, vierten
Satz resp. auf die Beispiele

k, = [17 9]- [17 3(‘]s [1, 99], [3, 1+3()],
k,=[1,3¢], " [1,60], [2,3¢),
k, = (1,0}, [1,2¢]

an und bildet die entsprechenden Summen S(#)), so erhiilt man die obigen
peun Relationen zwischen den Functionen M°, von denen die eine aus den
iibrigen folgt.

Aus den letzten vier dieser Relationen ergeben sich nun fiir die
oben mit Pj, P, bezeichneten Aggregate die Ausdriicke

Pi=Vi—-W;, Py=1-2")(V,—W)),
deren Form sich dadurch erklirt, dass jede relative Primzahl zu 6 auch
relative Primzahl zu 18 ist, wiihrend die relativen Primzahlen zu 9 nicht
alle auch relative Primzahlen zu 18 sind. Beriicksichtigt man noch die

oben gefundenen Beziehungen zwischen P;; P; und P,, Py, so vervollstindigen
Journal fiir Mathematik Bd. CXXI. Heft 2. 15
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sich unsere fritheren Ausdriicke fiir die beiden Funectionen 2H,, 2H, in
folgender Weise

y ; ; A P,
2”1_—“‘"—'W‘=V,—W1=Pl_—: 1+—3.3_“,

BB, 50 Vs Wi B o T ot e i
it e i g = g R T S

und hiermit ist unsere Absicht, diese Functionen durch die Formen der
Diseriminante —3(18)* darzustellen, wirklich erreicht.

§ 13,

Der Grenzsatz von Kronecker.
Nachdem wir durch die vorhergehenden Beispiele die Bildung des
Charakters v, der Moduln k,, und hiermit auch der Funetion
2H=Z='S(t)—='8()
hinreichend erlidutert haben, wenden wir uns zur Liosung der Aufgabe,
welche wir uns in § 6 gestellt haben. Es handelt sich darum, die Anzahl &
der Idealklassen des reinen kubischen Korpers K durch die wirkliche Aus-
fihrung des in der Gleichung
2mloge
s
angedeuteten Grenzprocesses zu bestimmen, welcher darin besteht, dass die
positive Variabele (s—1) unendlich klein wird. In § 7 ist die Dirichletsche
Idealfunction J in die beiden Factoren G, H zerlegt, von denen der erste
die iiber alle natiirlichen Zahlen n ausgedehnte Summe

i
n-V

= lim (s—1)J

ist, wiihrend der zweite Factor H nach manchen Umformungen in § 11 die
obige Gestalt angenommen hat. Da nun bekanntlich

lim(s—1)G =1
ist, so wird s

h :’;:j’ff = lim &,
and dieser Grenzwerth lisst sich mit Hiilfe eines beriithmten Satzes von
Kronecker leicht bestimmen. Da die Anzahl £" der nicht &Hquivalenten
Moduln f, mit der der Moduln f, iibercinstimmt, so geniigt hierzu schon der

Ausdruck fiir den Grenzwerth der Differenz
S (Az*4Bzy+ Cy*) " — = (A, 2+ B,xy + Cyy*),
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o (4, 1B, C), (4, }B,, C)) irgend zwei positive Formen von derselben
neoatlven Discriminante D = B°—4 AC bedeuten. Die Darstellung dieses
Grenzwerthes durch Thetafunctionen hat Kromecker zuerst im Monatsbericht
der Berliner Akademie vom 22. Januar 1863 ohne Beweis mitgetheilt. s
lag nun nahe, diesen ersten Satz als Ausfluss eines zweiten aufzufassen,
durch welchen das Verhalten der von einer einzelnen Form (4, 1B, C) er-
zeugten Summe

(A=’ +Bxy+Cy)™

fiir unendlich kleine positive Werthe von (s—1) genauer ermittelt wird.
Bekanntlich hat Dirichlet zuerst bewiesen, dass diese Function unendlich
gross wird wie

(s—1)V=D
and hierin besteht eine wesentliche Grund]age seiner Methode, die Klassen-
anzahl der Formen von der negativen Diseriminante D zu bestimmen. Jetzt

kam es darauf an, einen Schritt weiter zu gehen, nimlich den endlichen
Grenzwerth der Differenz

= o 2n
(Aa’+Bay+Cy*)— — =T

qu ermitteln. Diese Aufgabe ist zuerst fiir beliebige reelle Coefficienten
A, B, C von H. Weber in einem an mich gerichteten Briefe vom 12. October
1881 vollstindig gelist, dessen Inhalt er spiter verdffentlicht hat im Bd. 33
der Mathematischen Annalen (1889) und in § 113 seines Werkes »Elliptische
Funetionen und Algebraische Zahlen“ (1891). Inzwischen ist aber auch Kronechker
in zahlreichen Aufsiitzen iiber die elliptischen Functionen auf diesen Gegen-
stand zuriickgekommen; schon im Sitzungsberichte der Berliner Akademie
vom 30. Juli 1885 findet sich seine, von der Weberschen wesentlich ver-
schiedene Ableitung des fraglichen Grenzwerthes, zuniichst fiir rationale
Coefficienten, und endlich hat er im Sitzungsberichte vom 21. Februar 1889
den Satz auch auf Formen mit complexen Coefficienten ausgedebnt. Wir
peschriinken uns hier auf Formen mit reellen Coefficienten und stellen den
Satz in der fiir unseren Zweck geeigneten Form folgendermassen dar.

Es seien @« und 3 = ew irgend zwei complexe Constanten von
imaginirem Verhiltniss @, und zwar setzen wir fest, dass der reelle Theil
von iw megativ sei; bezeichnen wir immer mit ¢ die mit « conjugirte

16*
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complexe Zahl und mit N(e) das stets positive Product eo’, so kinnen wir
dies auch durch die Bedingung

4 =i(ef —fo) =i(w'—-w)N(e)>0
ausdriicken, und wir nennen zugleich « die erste, 4 die zweite Basiszahl
des bindiren Moduls f = [e, ] = «[l, w], dessen Zahlen von der Form
L= ax+By sind, wo x, y alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen. Sind
a, und 3, = e, w, ebenfalls eine erste und zweite Basiszahl desselben Moduls

f=(e, f] = [, A], so bestehen zwischen diesen beiden Basen Relationen
von der Form

a,=ac+tef, B=batdp
wo a, b, ¢, d vier ganze rationale Zahlen bedeuten, die der Bedingung
ad—be = 41

geniigen (vergl. § 11). Hieraus geht hervor, dass die oben mit # bezeichnete
positive Grosse eine Invariante des Moduls £, d. h. unabhingig von der Wahl
seiner Basis ist. Bedient man sich ferner einer in der Theorie der ellip-
tischen Modulfunctionen iiblichen Ausdrucksweise®), so gehiren die durch
die Gleichung.

__b+(lw
T a+cw

1

verbundenen Zahlen o, w, derselben Klasse dquivalenter Zahlen an, und diese
Klasse ist also ebenfalls eine Invariante des Moduls f, oder vielmehr eine
Invariante der Modul-Klasse, welche aus allen mit f siquivalenten Moduln
besteht. Von hervorragender Wichtigkeit fiir die eben genannte Theorie
ist die Function

iw

77(w> =g n'z'”a_e-mmn)’

wo n in dem Producte /7 alle natiirlichen Zahlen durchlinft; das Gesetz
ihrer linearen Transformation wird durch die Gleichung

n(w) = r(a+cw) nlw)

*) Vergl. meinen Aufsatz in diesem Journal, Bd. 83, und meine Erliuterungen
sum Fragment XXVIII in der zweiten Auflage von Riemanns Werken (1892). Eine
ausfiihrliche Darstellung der ganzen Theorie findet man in dem oben citirten Werke
von H. Weber und in den Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Modulfunctionen
von F. Klein und R. Fricke (1890 —1892).
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ausgedrilckt, Wo =1, und w, die obige _Bedeutung hat; beriicksichtigt
man noch, dass n(—w') die mit 7(w) conjugirte Grosse, und dass
o' —w
“1= G Fca)@t o)
ist, 80 ergiebt sich hieraus leicht, dass die Grosse
H(w) = H(—0') = n(@)n(— ) Vi(e'— o),

di Quadratwurzel immer positiv. genommen werden soll, fiir alle mit
e lenten Zahlen einen und denselben positiven Werth besitat, welcher
w,ﬁq.mva':e Invariante der aus allen diesen Zahlen bestehenden Klasse ist.
11;1:::1;:& nun 4 alle von Null verschiedenen Zahlen des Moduls f, und

. ohnen wir (wie in §§ 10, 11, 12) mit S(f) die Summe aller entsprechen-
gezelpotenzen N(»)™* 80 besteht der Satz von Kromecker darin, dass
en

2 1 v
st = 22 -2 () —loga—2l0g H(w)} 4 0)
0 o i Funetion (0) gleichzeitig mit (s—1) unendlich klein wird, withrend
ISt’T'(D _ 0,0772... die bekannte Eulersche Constante ist.
g Um nun diesen.Satz i.iuf unsere Moduln £ = %, anzuwenden, bemerken
wir guniichst, dass die obige Unterscheidung zwischen der ersten und

Jweiten Basiszahl mit der in § 11 festgesetaten iibereinstimmt, wenn wir

RS noch annehmen, dass dort unter ¢ immer diejenige Kubikwurzel der
Einheit yerstanden wird, fiir welche
oin

w)—

1420 =V-3=iV3

ird, WO V3 positic zu nehmen ist; behiilt man die dortigen Bezeichnungen
wilth .
pei, 80 wird zugleich
1 e
4 =i(eff) —pa) = kY3
und

webB _bitbe B+ikV3
Ol O e i il O
o (A} B, C) wieder die der Basis e, 3 entsprechende biniire quadratische
;orm pedeutet. Hat man nun fiir jeden der 4" Moduln §, und fiir jeden
der K Moduln £, nach Belieben eine Basis «, 3 gewiihlt, und bezeichnet

nan mit o, o, die entsprechenden Werthe von o, so liefert der Satz von
Kronecker das Resultat

o 2 ' 4 '
limH = m\E logH(w,) - = logH(wu)},
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und hieraus ergiebt sich die Bestimmung der Anzahl k der Idealklassen im
Korper K durch die Gleichung

¥l ﬂll(wl)

" HH(w,)
wo ¢ die Fundamentaleinheit des Korpers K bedeutet, und wo die Product-
zeichen I7 im Nenner und Zihler sich auf alle nicht #iquivalenten Zahlen
w,, w, beziehen.

Mit diesem Resultate, in welchem der Zusammenhang zwischen den
reinen kubischen Kérpern und den aus der complexen Multiplication der
elliptischen Functionen entspringenden algebraischen Zahlkorpern enthalten
ist, brechen wir die gegenwiirtige Abhandlung ab; doch fiigen wir noch
die folgenden Bemerkungen hinzu, die sich auf die wirkliche Berechnung
der Klassenanzahl h beziehen. Fiir diesen Zweck ist, wie wir gestehen
miissen, die Brauchbarkeit des gewonnenen Resultates noch an gewisse
Bedingungen gebunden, die zur Zeit keineswegs als allgemein erfiillt an-
zusehen sind. Vor Allem ist zu bemerken, dass hierzu die Kenntniss der
Fundamentaleinheit ¢ des Korpers K erforderlich ist; nun haben sich zwar
verschiedene ausgezeichnete Mathematiker damit beschiftigt, die zuerst von
. Jacobi*) angegebene und an einigen Beispielen durchgefiihrte Methode zu
vervollkommnen, aber ein einfacher und zugleich nachweislich unfehlbarer
Weg zur Gewinnung von &, der sich mit der Losung der Pellschen Gleichung
in der Theorie der quadratischen Korper vergleichen liesse, ist meines
Wissens bisher noch immer nicht gefunden. Fiir die Beispiele der in § 2
aufgestellten Tabelle ist es freilich ohne grosse Miihe moglich, die Aufgabe
zu losen, und zwar gelingt dies meistens durch die Zerlegung einiger
wenigen Zahlen des Korpers in ihre idealen Primfactoren; fiir Diejenigen,
welche solche Berechnungen anstellen mogen, bemerke ich Folgendes.
(iiebt man den Buchstaben a, b, «, 3 wieder dieselbe Bedentung wie in § 2,
so findet man leicht, dass jede im Korper K enthaltene Zahl

z=z+zotyf,
von deren rationalen Coordinaten z, z, y hiochstens eine verschwindet, auch
als Quotient in den Formen

=yla_bwl i mlﬂ—ayy _ A _’ynﬁ 423 5 —z

" b — ya ay—azf  z—aa 5—yp

*) Allgemeine Theorie der kettenbruchihnlichen Algorithmen, in welchen jede
Zahl aus drei vorhergehenden gebildet wird (dieses Journal, Bd. 69).
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darstellbar ist, wo
3, = 5 —abzy, x, = ay’ —sz, y, = ba’—zy
die Coordinaten ihres Supplementes
272 =5tz ety

bedeuten. Hierdurch wird man veranlasst, nur solche Zahlen x zu betrachten,
in welchen cine der Coordinaten x, y verschwindet, wiihrend die beiden
anderen ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler sind; eine solche Zahl
, ist nur durch Primideale ersten Grades theilbar, und » kann auch nicht
durch zwei verschiedene, in derselben natiirlichen Primzahl p anfgehende
Primideale theilbar sein, ausgenommen den Fall p =3 bei den Korpern
gweiter Art, WO 03 =p°’p,, und wo jede.Zahl % entweder relative Primzahl
u 3 oder theilbar durch pp,, aber niemals theilbar durch p* ist. Auf
Grund dieser Eigenschaften schliesst‘man aus der Norm von x, welche die
Jeicht zu berechnende Form z+ab'a® oder z°+a'by’ hat, sofort auf die

Zerlegung des Ideals oz in seine Primfactoren. Um zu bewirken, dass
(=}

eine solehe Zahl =z durch ein in der natiirlichen Primzahl p aufgehendes
primideal ersten Grades p theilbar wird, braucht man nur mit Hiilfe des
Canon Arithmeticus die beiden rationalen Zahlen u, v zu bestimmen, fiir
welche e =u, f=o(mod. p), also v’ = ab’, v’ = %, uv = ab(mod. p) wird;
dann ist der Modul [p e—wu, B—o] das kleinste gemeinsame Vielfache
p—1 von p und der Ordnung n = [1, ¢, 3], und unter den in fhm enthaltenen
Zahlen # wird man vorzugsweise diejenigen withlen, deren Coordinaten so
Kklein wie moglich sind. Tn allen Beispielen der Tabelle in § 2 und einigen
anderen, die ich untersucht habe, findet man bald, dass aus wenigen 80
zerlegten Zahlen z sich zwei Producte von verschiedenem Absolutwerth
pilden lassen, welche aus denselben Primidealen zusammengesetzt sind,
deren Quotient folglich eine irrationale Einheit ist. Die Aufsuchung der
Fum‘lnmentalcinheit ¢ welche hierdurch bekanntlich in endliche Grenzen
eingeschlossen ist, kann freilich noch ziemlich mithselig sein, obgleich die
Anzahl der anzustellenden Versuche durch Zuziehung gewisser Congruenzen
sich noch beschriinken lisst.

Am Schlusse der in der Einleitung erwiihnten Abhandlung giebt
Herr Markoff eine werthvolle Tabelle von Einheiten fiir diejenigen 52 aus

8.3 \ ’ :
o = Vab* gebildeten Korper, in welchen ab’® = 70 ist (von den H4 in der
Tabelle angegebenen Einheiten treten zwei je zweimal auf, die eine bei
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abz=. 12 und ab® =18, die andere bei ab’ =20 und ab® =50); dass der
von ihm eingeschlagene Weg der Berechnung mit dem eben beschriebenen
wesentlich iibereinstimmt, geht theils aus der Darstellungsform dieser Ein-
heiten hervor, theils aus der in § 5 (S. 20) enthaltenen Bemerkung: ,Ne
nous arrétant pas aux méthodes siires mais fatigantes pour déterminer I'unité
complexe fondamentale nous remarquons, que pour les valeurs petites de
a et.b il est facile de trouver les unités complexes par le titonnement en
CO"S’dérf"m plusieurs nombres § composés des mémes facteurs premiers‘.
Unter diesen 52 Korpern befinden sich auch alle in meiner Tabelle @$ 2)
allgege.benen 21 Kirper (ab = 23), und die in diesem Umfange angestellte
Vergleichung mit meinen Rechnungen hat ergeben, dass die von Herrn
Markoff gefundenen Einheiten simmtlich fundamental sind mit einziger Aus-
nahme des Beispiels ab’ =28, in welchem die von ihm angegebene Ein-
heit das Quadrat der Fundamentaleinheit ist.

Wiihrend die von Herrn Markoff und mir angewandte Methode auf
der Zerlegung der Zahlen in ihre idealen Primfactoren beruht, hat Herr
Mehmbke schon seit dem Jahre 1885 den zuerst von Jacobi angegebenen,
spiter von Herrn Bachmann®) behandelten Algorithmus der Anniiherung
wieder aufgenommen und durch gewisse Modificationen zun vervollkommnen
gesucht, woriliber er mir brieflich in den Jahren 1889—1893 interessante
Mittheilungen gemacht hat, die mir die Versffentlichung seiner Methoden
sehr wiinschenswerth erscheinen lassen; mit bestem Danke erwiihne ich
einer von ihm berechneten Tabelle von 39 Einheiten, unter denen sich ach
auf die Beispiele ab’ = 76, 124, 126, 140, 198, 207, 234, 350 beziehen,
also nicht in der Markoffschen Tabelle enthalten sind.

Die weiter unten zu benutzenden Fundamentaleinheiten ¢ der in § 12
mit K,, K., K, K, bezeichneten Korper und ihre reciproken Werthe &~ sind
die folgenden:

& = 14a+4, &' =—1+a
& =4+3a+2f0, &'=—2+f
6= 109+60a+333, &'=1—6a+37
& =Db+24a+213, &'=1+3a—37.
Wenden wir uns jetzt zu der Berechnung der Function H(w), welche

*) Zur Theorie von Jacobis Kettenbruch-Algorithmen (dieses Journal Bd. 75.
. 1878). Vergl. Fr. Meyer: Ueber kettenbruchiihnliche Algorithmen (Verhandlungen des

Mathematiker-Congresses, in Ziirich 1897).
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fiir alle einander dquivalenten Zahlen w denselben Werth besitzt, so ist es
vortheilhaft, fiir den Repriisentanten einer solchen Klasse immer die in der-
selben enthaltene reducirte Zahl @ zu wihlen, welche den Bedingungen

1< ot0' < 41, wo' =1

genilgt, weil dann der analytische Modul (oder absolute Betrag) von gt
bekanntlich so klein wie moglich wird; da es ohnehin feststeht, dass h
eine ganse Zahl ist, so geniigt in der Regel die Anndherung
miw )
"(w) ikt ﬂ(—W’) =¢ © '
LI St ]
H(w) = @ 12 ‘/i(w'_w)'
Setzt man wie oben
BV 1 i B

' kY3
Lt 7 = i) =¥

&V
w0 (AL AR C) die der reducirten Zahl w entsprechende reducirte Form von
g Discriminante B°—4AC = D = —3} bedeutet, so wird
_ wky3 s
log H(w) = — 194 —tlogA+1log(kys b1
setzt man hierin fiir o die &" Werthe w, und die &’ Werthe W,

: ein und be-
zeichnet die entsprechenden Werthe von A4 mit A, und 4

1 80 ergiebt sich
e P ——— 1 1 -
hoge = ™1 lEA—O—ZT]}+!5{210gA0—-210gA,};

gihrt man endlich statt der natiirlichen Logarithmen log die gemeinen

Logarithmen Log ein, und setzt zar Abkiirzung

/3‘
Mid 21'2 Loge = 0,1969308..., LogM =0,2943137...—1,

go erhiilt man die Annéherung

1 1
hLOgg:MI:{EA—O-—ZTl}-ka.}{ZLogA.,—ZLogA‘},
welche, wie gesagt, zur Berechnung der ganzen Zahl & in der Regel voll-
stiindig ausreicht*). Um eine Probe fiir die Genanigkeit dieser Formel zn
machen, deren rechte Seite mit I bezeichnet werden mige, wollen wir sie

e

*) Nach einer oberflichlichen Schiitzung ist fiir jede reducirte Zahl o der absolute
Betrag der Differenz Log 4(w)— s ;Si Log e immer < 0,0018943.

Journal fir Mathematik Bd. CXXI. Heft 2. 16
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auf die vier Korper K,, K,, K, K, anwenden, fir welche die Werthe der
Zahlen A, A, in § 12 angegeben sind; die hiernach zu berechnenden Werthe
von N sind dann mit den obigen Werthen der Fundamentaleinheiten & zu
vergleichen,
Korper K.
k=6, K'=1; A)=1; A, =4; M= 0,5851586;
¢ = 3,8473221, Loge= 0,5851585.
Korper K.
k = U, k” = 1; A”= l; Al = 7; 9)2 — 1,0966315;
¢ = 12,4869164, Loge = 1,0964550.

Korper K,
k=18, k' =3; 4,=1,7,7; A,=4,9,13; M = 2,5147929;
e = 326,9908336, Log ¢ = 2,6145356.
Korper K.
k=18, K'=3; 4,=1,13,13; 4, =4, 7, 9; M = 2,2169007;
¢ = 164,98185568, Loge = 2,2174362.

In allen diesen Beispielen schliesst man aus der obigen Niherungs-
formel hLoge = IM mit Sicherheit, dass die Klassenanzahl k=1 ist, weil
M nahezn mit Loge iibereinstimmt.

Auf dieselbe Weise habe ich die Klassenanzahl h fiir alle Korper
der Tabelle in § 2 und ausserdem fiir die drei Beispiele ab’ = 35, 53, 91
berechnet, denen die Werthe A= 3, 1, 9 entsprechen.

Bedenkt man, dass fiir diese Bestimmungsart der Klassenanzahl 4
ausser der Kenntniss der Fundamentaleinheit & anch die Aufstellung der
Moduln £ und ihrer Charaktere y erforderlich ist, welche fiir grissere
Werthe von @b immer zeitraubender wird, so kann man dem oben gewonnenen
Resultate nur einen sehr geringen oder gar keinen praktischen Werth bei-
legen. Auf Grund des schonen Satzes von Herrn Minkowski®), dass es in
jeder Idealklasse mindestens ein Ideal giebt, dessen Norm absolut kleiner
ist als die Quadratwurzel aus der Grundzahl des Korpers, gestaltet sich
die Berechnung von % viel kiirzer; die oben beschriebene Zerlegung der

*) Théorémes arithmétiques (Compte rendu der Pariser Akademie vom 26.
Januar 1891).

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063701



Digitale Bibliothek Braunschweig

Dedekind, iber die Anzahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahlkorpern. 123

Zahlen » von der Form z+xa oder z+y/3 in ihre idealen Primfactoren
liefert (in allen 24 von mir behandelten Beispielen) so viele Aequivalenzen
swischen den fraglichen Idealen, dass sie sich wirklich in 4 Klassen ein-
ordnen, und es kommt nur noch darauf an zu zeigen, dass diese Klassen auch
von einander verschieden sind, was meistens keine Schwierigkeit macht;
in den Fillen, wo ab durch Primzahlen p von der Form 3m4-1 theilbar
ist, dient hierzu namentlich die Bemerkung, dass N(z + ze+y/?) = z* (mod. ab),
also die Norm jedes Hauptideals kubischer Rest von jeder solchen Prim-
zahl p ist, worauf zugleich die Eintheilung der Idealklassen in Geschlechter
beruht. Ich bemerke schliesslich, dass auch Herr Markoff in § 6 seiner Ab-
handlung fiir einige Beispiele die Klassenanzahl 2 auf ganz dhnliche Weise

pestimmt hat.

Ich habe im Vorworte leider versdiumt, die kiirzlich in der Viertel-
jahrsschrift der Naturforschenden Gesellchaft in Ziirich (1897, Jahrgang 42)
veroffentlichte nachgelassene Abhandlung: ,Zur Theorie der zerlegbaren
Formen, insbesondere der kubischen“ von Arnold Meyer zu erwiihnen; sie

jst schon im Jahre 1870 verfasst und bietet, abgesehen von der Ermittelung

der Idealzahlen, nur wenige Beriihrangspunkte mit meiner Arbeit dar.
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