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Uber eine neue Weise bestimmte Integrale in
der analytischen Zahlentheorie zu gebrauchen.

Von

Georg Poélya in Ziirich.
Vorgelegt von Herrn Landau in der Sitzung vom 3. Marz 1917.

1. Ist f(t) im Riemannschen Sinne eigentlich integrierbar
und wird die Summation iiber alle Primzahlen p erstreckt, die
= z sind, so ist

1
lim _lp_ggp 50 (_ii) - j(; £(t) dt.

Ich will im folgenden diesen Satz, bezw. zwei allgemeinere
und schirfere Sitze beweisen, um dann zu zeigen, wie sich mit
deren Hilfe manche zahlentheoretische Grenzwerte in aller Kiirze
berechnen lassen.

Der Ausgangspunkt meiner Untersuchung war ein Satz von
Herrn Landau!), mit dessen Errterung ich beginnen will. Herr
Landau betrachtet eine Folge ¢, ¢,, ¢, ..., deren Anwachsen in
den wesentlichsten Ziigen mit dem Anwachsen der Primzahlfolge
2, 3, 5, 7, 11, ... tibereinstimmt. Genauer gesprochen, betrachtet
er eine nicht abnehmende, divergente Folge von positiven Zahlen

O<Q;§Qs§%é-“a lim Qn=557
n = o0
und die zugeordnete Funktion x(z), wo x(z) die Anzahl derjenigen
q bedeutet, die = # sind. (D. h. fiir ¢,, < uiy) 4 = T < ¢4, i5t

1) Landau, Sur les valeurs moyennes de certaines fonctions arithmétiques,
Bulletins de ’Académie royale de Belgique (Classe des Sciences) (1911) S. 443 —472.
Vgl. Théoréme VII.
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x(x) = m). Er setzt die Existenz einer positiven, nicht abneh-
menden Funktion w(z) von der Eigenschaft

. w@r)
D g 0@
voraus, fiir welche
® lim *@w@ _
z=oco ¥
ist.
Unter diesen Bedingungen beweist Herr Landau

1 z z
i o 3,5 [5) - e
m;n;o % () q é z\4q q
% ()
( 2 ¢ (q) bedeutet >} ¢(g,), C die Eulersche Konstante.)
1=z v=1

Ich bemerke, daf die Funktion f(¢), die fiir 0 << ¢ =1 durch

o= o[}

definiert wird (es sei f(0) etwa = 0) im Riemannschen Sinne
eigentlich integrierbar ist. Denn sie ist beschréinkt und ihre Un-
stetigkeitspunkte haben den Punkt ¢ = O zum einzigen Hdufungs-
punkte. Es ist iibrigens

[ D

p—

1 1 1 1 1
= lim {lo n—l(l——)-—2( __.) ..... - n—-l( ______ =
1 1 1
=n1;moo{1°g” =973 n—r;;“}
= 1-0C

Diese Bemerkung zeigt, daB der zitierte Satz von Herrn Landau?)
als Spezialfall enthalten ist im folgenden

1) Zur Zeit der Abfassung vorliegender Abhandlung war mir die Arbeit
von Herrn Landau, Uber einige neuere Grenzwertsitze, Rendiconti, Palermo,
Bd. XXXIV (1912) leider noch nicht bekannt. Kombiniert man diese letztere mit
seiner eben zitierten Arbeit, so erhalt man Resultate, die teils mehr, teils weniger
besagen, als der Satz I, und die iibrigens, wie mir scheint, kirzer zu erharten
sind auf dem Wege, der hier zum Beweise des Satzes I eingeschlagen wird. (Anm.
bei der Korrektur, 10. 5. 1917.)
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Satz I. Die Funktion f(f) sei imIntervalle 0=t=1
eigentlich integrierbar im Sinne von Riemann. Ge-
niigt die Folge ¢,,9,, ¢, ... denvorhingenannten Landau-
schen Bedingungen, so ist

lim “’;’”) py f() ff(t)dt

Der Beweis von Satz I ist iiberaus einfach. Ich schicke ihm
nur die Bemerkung voraus, daf die Zahl 2 in der Bedingung (1)
blof der Einfachheit halber steht. Denn, da w(z) positiv und nicht
abnehmend ist, folgt aus (1)

(3) th Zv—( )— = 1,

wenn @, § irgend zwei feste positive Zahlen. In der Tat, sei
O=<oa<f < a2

wo m eine geeignet gewihlte ganze Zahl, so ist

= W) - w@2"z)  w(@az) w(der) w2 ax)
= wx) T wlw@)  w(er) w(er) w (2" ax) ’

und alle m Faktoren rechts streben gegen 1.

2. Ich nenne eine streckenweise konstante, im Intervalle
0 = ¢ =1 definierte Funktion kurz ,Treppenfunktion, wenn sie
nur eine endliche Anzahl Unstetigkeitspunkte hat, denen ¢ = 0
nicht angehort, und wenn sie auch in ihren Unstetigkeitspunkten
von links stetig ist. Sind also Z, ¢, ... ¢, , die Unstetigkeits-
punkte der Treppenfunktion ¥ (f)

0=t <t<ty< -<t, <t, =1

m

so ist

(4) TH) =1, fir {_ <t=t,

=1

PO) =1, wo l, l, I,,...1, gewisse Konstanten sind. Es ist

- m
) f TWdt = 3 (t;—t)
0 =1
Die Riemannsche Integrabilititsbedingung liBt sich, die
Erklirung von (B) vorausgesetzt, so fassen: Eine Funktion £ (¢)
ist dann und nur dann integrabel im eigentlichen Sinne, wenn zu
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jedem s > 0 ein Paar von Treppenfunktionen y(f) und #(f) be-
stimmt werden kann, auf die Weise, da

(6) v S = PO,
1 1
@ fo W (f) dt — fo v dt < ¢.

Fiir die Treppenfunktion (4) ist der Satz I offenbar. Denn
die Anzahl der g,, fiir welche

t, < & =t, ‘P‘(—qx’—) =1, o, <q, = at,
ist x(f,2) — % (¢;_, ), also
f"—fﬂq;ww (£) = 2 2 1ot —s(at, )
= § (e 0@, et 0@ )

xt, w(xt,; ) xt,_, w(xt,_,) bia

=1

(fiir + = 1 fdllt das zweite Glied in der Klammer weg), also nach

@) 3

xllmwﬂxi?’lqéxw(x) EIZ(t £) =/:1P‘(t)dt.

Ist f(f) irgend eine im Riemamnnschen Sinne integrierbare
Funktion, so bestimme man die zwei Treppenfunktionen ¥ (f) und
P (1), die (6), (7) erfiillen. Dann ist

E f ( ) = 11mOo Kglqéx ?F(%)
_fur(t)dt <ff(t)dt+e,
w—oow;x)qg f( )> lim w@qé;{;(—i—)

-_—foap(t)dt éj;f(t)dt—-e.

Da & > 0 beliebig, ist Satz I bewiesen.

3. DaB f(f) eigentlich integrierbar sei, ist keine unerliBliche
Bedingung. Es ist z. B.

w (w)
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1
im 2@ g <_g.)a —_— f e dt = __1,,
z=oc0 T ¢gZa\% o o

wenn 0 < @« <<1. Ich will dies zugleich mit einem allgemeineren
Satze beweisen. —

Aus der Bedingung (1) folgt offenbar, daB w(x) nur sehr lang-
sam anwachsen kann. Ich will zeigen, daf

) im 2@ _ o

a
€T = OO

fiir beliebiges festes « = 0. Ich setze

wd) 0=z=1

fl@) = w(@) 2= 1
x

Es ist

. [(2x) . w (2x) 1

lim 2=~ = e = gz < L.

x ==moo f (@) xl—_- oo 2%w(x) 5 =
Man bestimme zu gegebenem O, —2—17; < 0 <1, eine Zahl a > 0 der-
art, daB fiir z >a
f@ < 6.

()

Es sei A die obere Schranke von f(z) im Intervalle 0 =2=a.
Zu jedem gegebenen x> a gehort eine ganze Zahl N, ein-
deutig bestimmt durch die Bedingung

x x
o > A=

2 =2V
N wiichst offenbar mit x ins Unendliche. Aus der Ungleichung
x x
r@(3) flaw) ;.
= " (%)

f(x) = .
T A ()
=6"4

folgt nun die Behauptung (8).
Ich wende mich nun zur Abschétzung der Summe g

. . . =7 .
Es seien r, <r,<<r,<-.-<<r die verschiedenen Werte, die die
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ersten x(z) Glieder der Folge ¢, g,, ¢, ¢, ... annehmen. Es ist
r, = ¢, x(r) = %(z), und es ist
2= 1) () —x () oo 0T () — % ()
=z
= H() T =) ) O = 1)+ () (T )
+ % (x) 2™

(9) dget dta-x

=) [ Lt —a(r)

dt + = (x) 2

=(1—a) fq x ()1 At + x (z) 25,

Zu jedem gegebenen &

10) O=<e<x2—1
148t sich ein Wert ¢ >0 so bestimmen, daf§ fiir x > a
x w(x)
”(x)<5](55—)(1+8)’ ( )<1+s
“\2

Es ist folglich fiir x > a

f 2t dt < f ()t dt + f o (Lo

A+(1+£)f (t)

wo der Sinn der Abkiirzung 4 ersichtlich ist. Es sei N die durch
die Ungleichungen

=2
g >0 Z g
eindeutig bestimmte ganze Zahl. Dann folgt weiter
=z
z v
a—l
fn(t)t“"dt< A+(1+.s) 2 f
U8}
A1) 2

1 z* z%\ 1
<-A-+(1+£) 2 )(2(1'—1»1 ”2‘53);

Lu(g
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z° __1_ w(z) w(Z w (=2
(1-3) 7 v@u(3) w(zh
e ) g el )

1

2%(1— &,
1+ ( 2a) (1448
(11) < A + o Y (.Z‘) 2 1 2(v—x)a

Y=

1 2
. }.(1--2-;)(1“)
o w(T) o 1+ 7

Aus (9) und (11)

0@ < (1) w@) [, gy 1 2@)0 (@)
2.0 “‘5?"41(1"“)”(‘” =

1 :

w@  1-a (_1:?_)(*12)_ #(2) w()

z“ p 1 1+e T
— o

Aus (2) und (8), und aus der Willkiirlichkeit von & das blof (10)

geniigen muB, folgt

12) Iim f’%’)_ > (_g‘>a-1_<_:0+1—a+1 _ %

=00 =z \% o

< A(l—a)

Jetzt bin ich in der Lage den Beweis zu liefern fiir den

Satz II. Es sei f(¢) in jedem abgeschlossenen Teil-
intervalle vom Intervalle 0=¢{=1, das den Punkt
t = 0 nicht enthdlt, eigentlich integrabel. Es exi-
stiere «, 0 <a <1, so beschaffen, daf

lim £(f)6~ = 0.
t=20

Dann ist
1
im 2@ f(l) — f f()dt.
z=o00 T q=z \% 0
Es sei ¢ >0 sonst beliebig, nur so gewihlt, daf fiir 0 <t ==
f(t) <.

Ich definiere zwei eigentlich integrable Funktionen f*(f) und ¢ (?)
durch die Vorschrift
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fi) fir t>e¢ 7t fir t>¢
A =
f(t)—'{ 0 fir 0¢t=-: q’(t)"{ 0 fir 0=t=..

Es ist

:2.

M
8
gy
als
- I
i
8
—_
h
¥
8
Wy
i
T

1
1
§—;-/(;(p(t)dt+ Of*(l)dt

1
GQ
=y f ft)dt,

mit Benutzung des Satzes I und der Ungleichung (12). Daraus
folgt weiter

und mit demselben Recht

1
m 2@ 5 _ 2~ -y () (g_)<_f
zg—moo z qéz f<x :clén—loo z qézf z)= Of(t)dt’
welche beide zusammen den vollen Satz II ergeben.

5. Verstehen wir unter g, g, g,, ... speziell die Folge der
Primzahlen 2, 8, 5, 7, 11, ..., so wird »(x) = =(z), d. h. die An-
zahl der Primzahlen bis zur Grenze z und w(z) = logz. Es ist
néimlich, nach der einfachsten Fassung des Primzahlsatzes

(13) lim i‘_(ic_)iftgf{ - 1.

r =00

Unter den Bedingungen des Satzes II ist also

(14) lim 187 , gf(%) - fol f(t)at.

z=0oQ
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Von der asymptotischen Primzahltheorie haben wir zum Be-
weise von (14) nur den Primzahlsatz (13) ohne spezielle Restab-
schitzung benutzt. Formel (14) gestattet nun eine Anzahl Folge-
rungen, die man aus dem Primzahlsatze zu ziehen pflegt oder
ziehen kann, vollig durchsichtig und miihelos abzuleiten. Es han-
delt sich immer einfach darum, eine gewdhnliche Integralformel in
einen zahlentheoretischen Grenzwertsatz gleichsam zu iibersetzen.
Ich gebe einige Beispiele und ich beginne mit den einfachsten und
geldufigsten.

1
I) flogtdt = —1
0
ergibt
. logx(
Im 2= 3 logp—=()lo x) = —1,
Jm -2 péz gy — = (z)log
. 1 . w(x)logx
lim — logp = lim 27 =1,
z=00 xpzéx 8 r=o00

IT) Fiir a> —1 ist

folglich

III) Es ist
1

fo(;l B [ﬂ) dt = 1-

(vgl. unter 1), das Integral im eigentlichen Sinne genommen.
Daraus folgt

1 logz z z

RS éi}f"[ﬂ)zl*a

Dieses Resultat riihrt von Herrn de la Vallée-Poussin?) her
und gab Ansto8 zu der Untersuchung von Herrn Landau, die
ihrerseits die gegenwiirtige Untersuchung angeregt hat.

1) de la Vallée-Poussin, Sur les valeurs moyennes de certaines fonc-
tions arithmétiques, Annales de la Société scientifique de Bruxelles, Bd. 22, Teil 1,
S. 84—90.
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IV) Ich bezeichne mit 6,(n) die Summe der a-ten Potenzen
aller verschiedener Primteiler der ganzen Zahl ». Es ist z. B.

6,(1) = 0, 6,2 = 29 6,(30) = 2°+ 3" 4+ 5%
Die Summe

” @
20 +0.@+ 0@+t = 3 [T

146t sich fiir @ > 0 mit Hiilfe der Integralformel
1

.{;H—]tadt =1’°§°1 a:-l (v"l“ - (v—i-ll)““) = gfza-:-ll)

asymptotisch auswerten. In der Tat, das Integral ist fiir a =1
eigentlich und geniigt auch fiir 0 < a <1 den Bedingungen der
Formel (14). Diese ergibt also fiir a >0

lim 60(1)+ti,,(2a)+-l{—6a(3)j-l--.+aa(n) — lim logn o [ﬁ](f_)
n =00 n®** (log ) n=o0c0 " p=nlPI\M
_ E(e+1)

T a+41

V) Zuletzt will ich noch die Verteilung der Reste studieren,
die entstehen, wenn eine ganze Zahl n durch alle kleineren Prim-
zahlen dividiert wird. Es sei « gegeben, 0 < « > 1, dann sind
zwei Fille moglich: der Rest der Division von # durch die Prim-
zahl p ist entweder << ap oder er ist = ap und <<p. Im ersteren
Falle ist

P R e C R HE

im zweiten Falle ist

-Blze Bl=i-e<d BRG-4-
4 pi— p b p p p

Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der fragliche Rest
< ap ausfdllt? Sie ist

| n n
=, 2. 5] 15
da die Anzahl aller in Frage kommenden Primzahlen x(n) ist.

Der Grenzwert dieser Wahrscheinlichkeit berechnet sich aus
.der Formel
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1
1 1 1 1 1 1 1
(ﬂ[ﬂ—[?‘*])‘“ =l-vote st 3Lt
gl '@
=0+ 4+ T

1
oder auch = —11—:—tt—dt>. Das Integral ist ndmlich eigentlich (die
01—

Unstetigkeitspunkte des beschrinkten Integranden haben ¢ = 0O
zur einzigen Héunfungsstelle), und daraus folgt

1
2, 2 (31 = A

Man kann aber unter g¢,, ¢,, ¢;, ... auch die Primzahlen
einer arithmetischen Progression, oder die Zahlen verstehen, die
nur zwei verschiedene Primfaktoren haben u.s. w.: der Satz II,
angewandt auf die betrachteten Integrale und einige andere, liefert
mithelos eine Fiille von asymptotischen Auswertungen zahlen-
theoretisch bedeutsamer Ausdriicke.
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