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Uber einige Beziehungen, die mit der Funktionalgleichung
der Riemannschen ;-Funktion dquivalent sind.

Von
Hans Hamburger in Berlin.?)

Wie an anderer Stelle gezeigt wurde?), gilt der Satz:

Ist f(s) gleich einer gamzen Funkiton von endlichem Geschlecht
dividiert durch ein Polynom, so ist f(s)=konst.((s), wenn aupPerdem

1. f(s) fiir R(s)>1 durch eine absolut konvergente Dirichletsche
Reihe vom Typus Z %"; dargestellt wird,
n=1
2. f(s) der Funktionalgleichung

8
(4) A Tr() ()= T () =)
gentigl. ’
Dieser Satz bleibt offenbar nicht mehr richtig, wenn man statt 1.
nur verlangt, daB f(s) fiir (s) >1 sich durch eine absolut konvergente

Dirichletsche Reihe des allgemeineren Typus 2 darstellen lasse; denn
dann kann man, wie man leicht einsieht, aus der Theorie der L-Reihen

1) Diese Note gibt unverindert den Inhalt eines Vortrages wieder, den ich im
Hamburger Mathemat. Kriinzchen am 5. Okt. 1921 gehalten habe; ihre Resultate habe
ich bereits Ostern 1921 einigen befreundeten Mathematikern mitgeteilt. Bei meiner
Riickkehr aus Hamburg am 10, Okt. fand ich einen ' Brief von Herrn C. Siegel (Gottingen
vor, der einen neuen Beweis des am Anfang dieser Note zitierten Satzes tiber die
£-Funktion enthilt. Der Siegelsche Beweis stimmt in wesentlichen Punkten mit dem
hier verdfientlichten iiberein (§§ 1—2), ist aber in einer Hinsioht einfacher (vgl. FuB-

. note %)), Ich betone, daB Herr Siegel, dessen Note auch in den Math. Ann, er-
#Acheinen wird, von meinen Untersuchungen keine Kenntnis hatte.

%) Hans Hamburger, Uber die Riemannsche Funktionsalgleichung der {-Funktion.
1. Mitteilung. Math. Zeitschr. 10 (1921), S. 240—254, im folgenden kurz mit 1. Mtlg.
zitiert. Vgl. insbesondere Satz 1, S. 240—241.
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130 H. Hamburger.

unendlich viele Funktionen herleiten, die allen gestellten Bedingungen
7 %
n=t
beziiglich ihres funktionentheoretischen Verhaltens in nichts voneinander
verschieden, so dal man die Spezialisierung 4, = n, die mithin fiir den
zitierten Satz iiber die {-Funktion wesentlich ist, als eine Voraussetzung
von anderem, etwa mehr arithmetischem Charakter anzusehen hat.
In der vorliegenden Note habe ich mir nun die Aufgabe gestellt,
sllein aus den allgemeineren funktionentheoretischen Voraussetzungen:

geniigen. Andererseits sind die beiden Typen der Reihen Z%,
n=1

kg

L f(s)= Z: %, 2. f(s) geniigt der Funktionalgleichung (A),
n= n
einige Folgerungen zu ziehen. Die hier angestellten Untersuchungen fiihren
zu dem Ergebnis, daf sich (A) durch andere mit ihr &quivalente be-
merkenswerte Relationen (B), (€), (D), (E) ersetzen 1aBt; hierbei werden
die Relationen (A) bis (E) in dem Sinne miteinander dquivalent genannt,
daB gleichzeitig mit der einen von ihnen die vier iibrigen gelten. Als
Nebenresultat ergibt sich ein neuer Beweis des oben zitierten Satzes itber
die ¢-Funktion (§ 3).

Um das Ziel der folgenden Betrachtungen deutlich zu machen, seien
hier die mit (A) dquivalenten Relationen angefiihrt, die man erhilt, wenn
man in (A) fiir f(s) speziell die Funktion £ (s) einsetzt; in diesem Falle
lauten die abgeleiteten Relationen:

(B) die ¥- Relation :
nnd

*®
E' —nn? -
e TNR*T Ze t’

n=—0o n——-ua

(C) die Partialbruchzerlegung der Funktion icotinz:

1+ 2é'e-2w—~ +2’Z'z D

- (D) die Fourierentwicklung:

m mil '
Z(y—n)=3—'%ﬁ—£§2’,ﬁcos2nny—l) m<y<m-+l,
n=1 n=1

(E) die Poissonsche Summatzonsformel“): :
27;2:;0(2 an) =2 'qu(u)é‘"“du;
n=—w N= =0 ~®

3) Vgl. A. Krazer, Lehrbuch der Theb&funkhonen, Leipzig 1908, 8. 96; dort ﬁnden
sich auch genauere Literaturangaben. .
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(E) gilt fiir alle Funktionen ¢ (u), die in jedem endlichen Intervall von
beschrinkter Variation sind und im Unendlichen gewissen Konvergenz-
bedingungen geniigen.

Die Aquivalenz der fiinf Beziehungen ist wohl bereits fiir die speziellen
hier in der Einleitung angegebenen Formeln nicht allgemein bekannt.
Beispielsweise ist oft die #-Relation (B) aus Formel (E) abgeleitet worden*),
es ist aber wohl noch nicht bemerkt, daB auch umgekehrt (E) aus (B)
folgt.

Den folgenden Betrachtungen, die zu sinngeméBen Verallgemeinerungen
der Formeln (B) bis (E) fiihren, ist statt (A) eine etwas allgemeinere
Funktionalgleichung zugrunde gelegt (vgl. die Beziehung (I)), die fiir
manche Untersuchungen von Bedeutung ist. Ferner sind die Beziehungen,
deren Aquivalenz im folgenden nachgewiesen wird, mit rémischen Ziffern
numeriert und durch den Druck besonders kenntlich gemacht. Im § 5
endlich sind die Voraussetzungen, unter denen diese Bezichungen mitein-
ander dquivalent sind, in den Sitzen 1 bis 8 noch einmal zusammen-

fassend formuliert.

Im iibrigen sei bemerkt, daB in der vorliegenden Note — im Inter-
esse einer kurzen und iibersichtlichen Darstellung — weniger auf Heraus-
arbeitung einfacher Konvergenzbedingungen Wert gelegt wurde (insbe-
sondere bei den Verallgemeinerungen der Poissonschen Formel), als darauf,
mehrere scheinbar verschiedenartige Beziehungen als aus einer gemein-
samen Quelle entspringend anfzuweisen.

§ 1.

a) f(s) sei eine in der ganzen komplexen Zahlenebene definierte
eindeutige analytische Funktion der Verdnderlichen s=o - 1it, sie ses
ferner im Endlichen tberall reguldr bis auf die Stelle s =1, wo f(s)
esnen Pol erster Ordnung haben moge; mithin set (s —1) f(8) eine
ganze Funktion, und zwar, wie weiter vorausgesetzt werde, von endlichem
Geschlechte®). :

b) f(s) lasse sich in der Halbebene o >1 durch die absolut kom-
vergente Dirichletsche Reihe

@0

(1) o) =2 3

darstellen.

4) Vgl. Krazer, 1. c. FuBnote ), S. 96—98. . -
5) Auf die etwas weitergehende Voraussetzung &) des Satzes 1 der 1. Mtlg,,
S.240 — f(s) durfte dort endlich viele Pole haben — wird hier im Interesse der

einfacheren Formeln verzichtet.
9*
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¢) Es sed

(2) g(s)=

etne zweite fir o >1 absolut konvergente Dirichletsche Reihe und es
bestehe zwischen f(8) und g(8) die Funktionalgleichung

Ne
:*-‘.]:e'

]
-

n

(I) At (D) =2~ e r(152)g1—9)|.

Um von dieser Beziehung zu einer neuen mit ihr dquivalenten Be-
ziehung iiberzugehen, die der -Relation (B) entspricht, bilde man das

Integral ®) .

=53 _— F(-;—) f(s)z —‘:_ds;
hierbei bedeute R einen im positiven Sinne zu durchlaufenden rechteckigen
Integrationsweg mit den vier Ecken y + 7', 1 —y £:T, (y >1, T >0).

Setzt man 2f(0)= — a, und bezeichnet man mit b, das Residuum
von f(8) fiir $ =1, so wird nach dem Cauchyschen Integralsatz, da die
zu integrierende Funktion nur fiir s = 0 und s =1 Pole 1. Ordnung hat,
(3) J= —ay,+ 2.

Ve

In den Punkten y + ¢7 ist nun aber nach einer bekannten Abschéitzung

der I'-Funktion?)

(4) r(2) ()= 0(e™i'7| T "3)

und ebenso wegen (I) in den Punkten 1— y +47. Mithin gilt mit
Riieksicht auf das nach Voraussetzung- endliche Geschlecht der ganzen
Funktion (8 — 1)f(8) nach einem oft angewandten funktionentheoretischen
Satz von Phragmén-Lindel6f®) die Beziehung (4) gleichméBig auf den
beiden Seiten des Rechtecks R, die der Achse der reellen Zahlen
parallel sind.

Geht man zur Grenze 7' = oo iiber, so ergibt sich demnach in Ver-
bindung mit (3)

% Vgl. Hj. Mellin, Uber eine Veraligemeinerung der Riemannschen Funktion ¢ (8).
Acta soc. sc. fenn. 24 (1899), S. 39—40.

” R I'(o + 1t) 5= e s

) Es ist tlug —’Tl——;——=\/2u. T. J. Stieltjes, Sur le développement de

- e ® ¢ t°”

log I'(a), Journ. de mn,th.‘ptlu'es et appl. (4) b (1889), S. 425—445. Vgl. auch Lip-
schitz, Uber die Darstellung gewisser Funktionen durch die Eulersche Summenformel,
Journ. fiir die r. u. angew. Math. 56 (1859), S. 11—26, siehe insbes. S. 20.

®) E. Phragmén u. E. Lindeldf, Sur une extension d’un principe classique d'ana-
lyse, Acta Math. 81 (1908), S. 881—406, insbes. S. 385.
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rhiw 1-y+i®
1 s _s_ 1 b
:Z'r_rif” 21"(%)7’(.9)1 2ds——2—7af =_%+ﬁ__
y=i® 1—y=ic®
oder wegen (I)
rEew l+/+1w1
1 s __:3 1— s
ao+2—m-fn 2 ( )f(s)z 2ds~_ ‘/0 +Zm, 2 F(—é—f)g(l-,g)z sds
7™ 1—y—tw
Y+ .
_E /s _1-s
——V—+2,,J i (2 (o) T ds,
’ y—t£o

nachdem man noch auf der rechten Seite von (5) die Integrationsverinder-
liche 1 — s durch s ersetzt hat. Substituiert man fiir f(s) bzw. g(s) die
fiir 6 = y absolut konvergenten Dirichletschen Reihen (1) bzw. (2), so
kann man wegen der absoluten Konvergenz Summation und Integration
vertauschen und erhalt aus (5)

yHi® y4+in
b 1 ,‘ L
ot gy [ TG Faa B b S (13 (£) (57 V.
n=1 , %o y=t®

Schliefilich ergibt sich, wenn man unter Benutzung einer Formel von
Mellin ?) die Integration ausfiihrt,

ao+22“7a"e'”l'?’ b” + Zb e
n=1

13-—1

"is‘;

oder bequemer geschrieben, indem man auBerdem fir die Reihen die Be-
zeichnung $ () einfiihrt,

® s ® 12
(IT) 0(1)=Zane_"1"'=—j—_— S b7 |
n=—w Ta=-w
wobei )
(6) a_,=a,, b—n=bn’ }“0=l0=0’ l—n=—'1n’ l—n= ~ln

gesetzt ist.

Andererseits folgt auch umgekehrt (I) ebenso aus (II), wie Riemann
die Funktionalgleichung der [-Funktion aus der Jacobischen ®&-Formel
abgeleitet hat!?), wofern nur die Dirichletschen Reihen (1) und (2) fiir
f(8) und g(8) beide eine absolute Konvergenzhalbebene besitzen.

®) Hj. Mellin, AbriB einer einheitlichen Theorie der Gamma- und hypergeome-
trischen Funktionen. Math. Ann. €8 (1910), 8. 805—387, vgl. insbes. S. 815-816 und
8. 818-319.

1%) B. Riemann, Uber dxe Anzahl der anzahlen unter einer gegebenen GroBe

Gesammelte Werke, herausgegeben von H. Weber, 2. Aufl. Leipzig 1892, S. 145—153,
siehe insbes. S. 146—147.
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§ 2
Man bilde nunmebr den Ausdruck

(7 F(z =zf-l—_0 1) g-mz2e ga.,
( ) P \/r (t)

Man iiberzeugt sich leicht, daB, wenn man fiir ﬂ(%) erst die eine,
dann die andere der beiden Reihen (II) in das Integral (7) einsetat, sich
beide Male fiir R (22) > 0 Integration und Summation vertauschen lassen!),
und man erhilt, indem man bei der gliedweisen Integration der linken
Seite von (II) die Integralformel

] e e
Ve b
benutzt *?),
® o b b
(1IT) l F(z)=a0+2n=21a”e Bt = + < o |

wo die Dirichletschen Reihen linker Hand fiir jeden Wert von z mit po-
sitivem reellem Teil absolut konvergieren.
Setzt man

G’(z)=zfz9(r)e'”“'dt,

8o erhilt man die entsprechende Relation

(1I1") G(2)=b, 428, e tws = B0 | ZERT_tn
n=1

2

Umgekehrt kann man aus (III) die Funktionalgleichung (I) ableiten,

1) Der genaue Wortlaut des Satzes, aus dem sich hier die Vertauschbarkeit

von Summation und Integration folgern liBt, lamtet: Ist Z u, () eine fiir jeden
positiven Wert von x absolut und glemhm&Blg konvetgente Relhe stetiger Funktionen

und konvergiert die Reihe 2 fl %, (@)} an(m)| d.t, so ist

fZ’u (2) @ (2)dex —-fow ()@ (x)dx.

»=10,
Wegen des Beweises dieses Satzes vgl. belsplelswelse H. Hamburger, Beitrige zur

Konvergenztheorie der Shelt)esschen Kettenbriiche, Math, Zeitschr. 4 (1919), Hilfs-
satz 2, S. 195—196.

12) Vgl. z. B. C. Jordan, Cours d’analyse (2. Auﬂ 1894) II, S. 165—167.
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indem man ebenso wie Riemann bei seinem ersten Beweis der Funktional-
gleichung *®) das Schleifenintegral

-
f(—- z)““izane‘“*ﬂdz
n=1

L
untersucht, unter L einen schleifenfrmigen Integrationsweg verstanden,
der sich lings der Achse der positiven reellen Zahlen vom unendlich fernen
Punkte her dem Nullpunkte nihert, diesen im positiven Sinne umkreist
und endlich léings der Achse der positiven reellen Zahlen zum unendlich
fernen Punkt zuriickkehrt.

Endlich ergibt sich auch (II) aus (III), wie man erkennt, wenn man
den Landsbergschen Beweis ) der Jacobischen -Relation nachbildet.

§ 3.
Aus (III) folgt durch einfache Integration

(8) %logz—kz%log(zﬂ—i-lg) O’-}—a.,z—2zvé-;“1 e~ 2z,
n=1

hierbei muB die Integrationskonstante C reell sein, wenn, wie iibrigens
nur in diesem Paragraphen vorausgesetzt werde, alle librigen Gréfen auf
beiden Seiten reell sind.

Nahert man sich mit 2 der Achse der imagindren Zahlen, d. h. geht
man zur Grenze z =0 (z =2 + 1y gesetzt) iiber, so ist der imagindre Teil

des Ausdrucks links o,( + Z b“> wo der Index m durch die Relation

l,<y<l,,, bestimmt ist. Integrlerb man diesen Ausdruck noch einmal
von 0 bis y, so erhélt man nach Division durch ¢

n
b
(9) qu_‘hzbn(y—.ln)’ lm<y<lm+1'
n=1

Integriert man andererseits den imaginiren Teil des Ausdrucks rechter
Hand von (8) von 0 bis y und-geht—zur Grenze z =0 iiber, so ergibt
sich, indem man endlich diesen Ausdruck dem Ausdruck (9) gleichsetat,

m
(IV) Zb»(y'_ln):gﬁg—lo—z 2322— 00527';‘ y l) Z <y<lm+l

13) 1. . Fuinote 1), 8. 146.

1) G. Landsberg, Zur Theorie der GauBschen Summen und der linearen Trans-
formationen der #-Funktionen. Journ.f. reine u.angew. Math. 111 (1893), 8. 234253,
vgl. insbes. S. 235—238,
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Spezialisiert man die Dirichletschen Reihen (1) und (2), indem man
A, 1, =mn setzt, so liBt sich in wenigen Zeilen zeigen, dafl (IV) nur
méglich ist, wenn alle b, und a, gleich derselben Konstanten b sind **).
Damit ist dann Satz 1 der 1. Mtlg., der am Anfang dieser Note zitiert ist,
von neuem bewiesen!?),

Umgekehrt 138t sich, wie auch in der 1. Mtlg. gezeigt wird *7), aus
(IV) die Funktionalgleichung (I) herleiten.

Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir das Bestehen von (IV),
wenn nur die 4, = n, aber die 7, beliebige positive Zahlen sind, sind in
einer zweiten Mitteilung angegeben, die in der Mathematischen Zeitschrift
erscheinen wird.

§ 4.

Es sei @(2) eine in einem Streifen —u« _x<f («, > 0) regu-
lire analytische Funktion mit den beiden Eigenschaften :

1. es existiere eine positive Zahl y (y < o,y < f8), derart, daf3 die
beiden Integrale

el

(10) [ ®tiy) dy, [ ®(—y+iy)dy

— -

konvergent sind;

2. es mogen sich zwer Folgen positiver Zahlen y,, y,, ... — 00 und
Yl yl, ... — oo bestimmen lassen, derart, daf, unter F (z) und G (z) die
Funktionen aus (I1I1) und (II1") verstanden,
(11) lim P (z+1y,)=0, lim @ (z—1iy,) - 0,

lim @(c+iy,)F(x+iy,)=0, lim®(x—iy)F(x—iy/)=0,

V=0

lim @ (z+1iy,) G(z+1y,) =0, lim D(x—1y,)G(x—iy,)=0,

==

(12)

und zwar gleichmdfig in x, wenn x dem Intervall — y < x < y angehort™®).

15) Vgl. FuBnote 2), 1. Mtlg., S. 252—253.

%) Der in FuBnote ) zitierte Siegelsche Beweis folgert a, b, =0 schon aus
(III), ohne erst (IV) zu bilden.

17 1. Mtlg., § 4, S. 253—254. — Ich méchte nicht unterlassen, an dieser Stelle
darauf hinzuweisen, daB Herr Tschakaloff in Sofia, wie er mir giitigst brieflich mit-
geteilt hat, in einer Abhandlung: Analytische Eigenschaften der Riemannschen Funk-
tion [ (z), die in bulgarischer Sprache (1914) in Sofia als selbstdndige Druckschrift
erschienen ist, einen Beweis der Riemannschen Funktionalgleichung verdffentlicht hat,
der in wesentlichen Punkten mit dem zitierten Beweise des § 4 der 1. Mtlg. iiberein-
stimmt.

%) Die scheinbar so unbandliche Bedingung (12) 1aBt sich in speziellen Fillen
wesentlich vereinfachen, da sich dann oft eine Folge von Zahlen y, konstruieren
1a8t, wo F (x+1iy,) beschrinkt bleibt oder nur wie log?y, unendlich wird. Vgl die
FuBnote %) am SchluB.
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Nunmehr bilde man die Integrale

s+ix -r+t o
1

(13) S ua; (fa(z)‘p(z)dz—fG(z')d)(z)dz).

P £ —y—tx
Da sich wegen der Voraussetzung (12) das Integral J als Integral iiber
den Rand des Streifens — y < <y auffassen ldBt, so ist nach dem
Cauchyschen Integralsatz 3 gleich der Summe der in diesem Streifen ent-
haltenen Residuen, mithin wegen (III1')

(14) S=2 D a,004,),

”®=—0
wobei die a, und 4, fiir negative n durch die Formeln (6) bestimmt sind.
‘Wegen (ITI') ist G(z) — G(—2), es laBt sich mithin (13) auch in

der Form
y+so

21” J- G (2) (P(2)+ P(— 2))dz
y=im
schreiben. Setzt man fiir @G(z) die fir y 4 ¢y absolut konvergente
Dirichletsche Reihe linker Hand von (III') ein, so 1aBt sich wegen ihrer
absoluten Konvergenz und der der Integrale (10) die Reihenfolge von
Summation und Integration miteinander vertauschen, mithin wird

y+to y+é®e
\
(15) 3_m<bof(¢(z +<p(—z)dz+22b,,f eI (B (2) + B(—2)ds
y~i® n=1 ,_§=»

Da aber wegen (11) jedes einzelne der Integrale von (15) léngs der
Geraden R (z) =y gleich dem Integral lings der Achse der imaginiéren
Zahlen ist, so ergibt sich, indem man schlieflich noch den Wert der
Reihe (14) dem Ausdruck (15) fiir § gleichsetat,

L3 a,00i1) =§—“-f(q5(zy) + &(—iydy

® +
+1 37, [t @iy + 0(— i)y,

a=1

+»

) S 0(i1) =2, fe""’ "D (iy)dy.

n=-—w n=—o _3
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Entsprechend erhélt man, wenn man in das Integral (13) F (z) statt
G (z) einsetat,

+ o

') 0,01y = Ya, [ o (iy)dy.

n=—® n=-wo

-

Umgekehrt 148t sich aus (V) die #-Relation (II) folgern, indem man
D (2) = e'? setzt *?).

Ist eine im Intervall — oo << w << 0o reelle, nicht analytische Funk-
tion @ (u) gegeben, die in jedem endlichen Intervall von beschrinkter

+o
Schwankung ist und fiir die das Integral [ |g (u)|du konvergiert, so 1Bt

sich fiir ¢ (u) eine (V) analoge Summationsformel beweisen, wenn auBer-
dem die Funktion

(16) &(2)= [ p(u)e*du

in einem Streifen — « < x << § (¢, § > 0) regulir analytisch ist und den
Voraussetzungen 1. und 2. geniigt ).

Denn setzt man in (V') fiir @ (z) die Funktion (16) ein, so erhilt man

+ oo

*V) 27 Zaﬂ¢(2n2")=Zbﬂfe“"“tp(u)du,

fn=—o nA=~® _n

da nach dem Fourierschen Integraltheorem

+® +4®
1 -2rl )%
o | ([ et g uyan) ay = p(271,)

ist 31).

19) 1. ¢. FuBnote *). ‘
80) Ist @ (u) zweimal stetig differentiierbar und ist lim ¢ (w)=0, lim ¢’ (w) =0,
u=4% u= _-te:
so ergibt die partielle Integration von (16)
4+
®(2) = :—, ftp" (w) e duw.

- 00

¢

+®
Konvergiert auBerdem noch [ |¢” u|e’ %! du, so sind die Voraussetzungen (10) und
-0

(11) gewiB erfiillt. Vgl. auch FuBnote %), .
1) Vgl. Jordan, 1. 0. FuBnote %), II S. 233—285. Die Jordansche Bedingung:
+® ‘

f | ¢ (4) | 4% konvergent, ist hier nach Voraussetzung erfiillt.
-0 .
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Entsprechend leitet man aus (V) die Beziehung her:

. - © +
v 2n Zb"qo(2nln)=Zwa,,fqy(u)e“‘"“du.
§ 5.

Unsere bisher gefundenen Ergebnisse konnen wir in den folgenden
Sétzen zusammenfassen:

Satz 1. Unter den in a), b), €¢) gemachten Voraussetzungen fir
die Funktionen f(s) und g(s) bestehen auch die Beziehungen (11), (III),
(I, (IV), (V), (V'), (*V), (*V').

Die Aquivalenz aller Bezichungen besagt:

Satz 2. Sind vier Folgen von Zahlen

Qo By, ooy 0 <hy< . v —00,
byy gy oo, Ol <<, >0
vorgelegt, derart, dafi eine einzige der acht Beziehungen (II) bis (*V')
erfillt ist und die Rethen 2 li:%l, Z J—z%l- beide konvergent sind, so
n=1

S
gelten alle dibrigen der acht Bezichungen, auferdem sind die durch die
Reshen (1) und (2) on der Halbebene o > 2 definierten Funktionen iber
die ganze Ebene fortsetzbar und endlich besteht zwischen ihnen die Funk-
tionalgleichung (I).

Durch genaue Priifung der bei den einzelnen Ubergingen von einer
Relation zur andern benutzten Voraussetzungen ergibt sich such noch

Satz 3. Sind die Reithen

w o
|
i, 3la, et (x=a>0)
n=1

2%

n=1

-

konvergent, wdhrend die Reihe Z % keine Konvergenzhalbebene besitzt,
n=1 "n

80 sind immer noch die Beziehungen (II), (III), (V'), (*V) miteinander

dquivalent (d. h. wenn eine Relation gilt, gelten auch die drei andern), und

zwar auch dann noch, wenn die 1, keine positiven, sondern beliebige

2’% | konvergiert und

"

komplexe Zahlen sind, wofern nmur die Reihe Z

n=1

die Gerade x =y der Voraussetzungen 1. und 2. des § 4 im Innern der ab-

~27d, 2

soluten Konvergenzhalbebene von 2 a,e gelegen ist.

n=1
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§ 6.

Stellt man &hnliche Uberlegungen an der allgemeinen Epsteinschen
{-Funktion *?) an, so erhilt man fiir (II) die bekannte Relation zwischen
¢ -Funktionen mehrerer Verinderlichen. Weiter ergibt sich, wenn man die
©#-Formel der Transformation (7) unterwirft, an Stelle von (III) die be-
merkenswerte Relation

X 2at S‘mluh'u .....
F(z)= 2 2 2 e =1 g— 272y ((m+g)
M=o my=—0  m,=—ox
(p+l> » ° o ® —..-zs_Z‘m”gu
—2—' -2n¢ é‘quh!L
= w=1
it T 2L A 2 ey

Hierbei bedeutet ¢ ((m 4+ g¢)) =@ (m; +g,, my+¢g,, - - -, m,+g,) eine
positiv definite quadratische Form von p Verinderlichen, 4 ihre Deter-
minante und @ die zu ¢ reziproke Form. Diese Formel tritt in einigen
neueren zshlentheoretischen Untersuchungen von Hardy und Hecke auf.
Setzt man ) ) '
Fz)=glogk = (s+3)+ 1 (+3),
so 1aBt sich auf diese Funktion der Satz 3 anwenden, wobei L(z) eine
L-Reihe bezeichnet, deren Koeffizienten eigentliche reelle Charaktere
modulo £ mit der Nebenbedingung y(%k—1)==1 sind. Denn wegen
F(z)=— F(—=z) besitat F(z) auBer der Darstellung durch eine
Dirichletsche Reihe eine Partialbruchzerlegung, derart, daB die Relation
(III) erfillt ist. In diesem Falle erscheinen die Beziehungen (V') und
(*V) als gemeinsame Quelle von Formeln, die Primzahlsummen durch
solche Reihen darstellen, welche die nichtreellen Nullstellen der ¢ - Funktion
enthalten 2%).

19. Oktober 1921.

%) P. Epstein, Zur Theorie allgemeiner Zetafunktxonen Math. Ann. 56 (1903),
S. 615—644; vgl. ingbes. S. 628—627. .

8) Dxe Voraussetzung 2. fiir $(z) veremfaoht gich luer dadurch, daB sich eine

Folge von positiven Zahlen y, konsﬁrmeren 1aBs, fir die £ Clogy,,

f(x:tzyy)

’
t._L__ (ztiy,) <0’ log® y, ist. Vgl. etwa E. Landau, Handbuch der Lehre von der
Vertellung der Primzahlen, Leipzig 1909, I. 8. 841—342 und 8. 521.

(Eingegangen am 21, 10. 1921.
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