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Uber die asymptotische Verteilung reeller Zahlen mod 1.
Von
Isac Schoenberg in Jassy (Ruminien).

Die .vorliegende Arbeit schlieBt sich an die Abhandlung von Herrn
Weyl?) iiber die (leichverteilung von Zahlen mod 1 an, und zwar werden
wir hier eine Verallgemeinerung dieser Fragestellung behandeln. — Das
qualitativ wesentliche an der Gleichverteilung ist das Vorhandensein einer
Verteilungswahrscheinlichkeit und wir behandeln hier die Verteilung von
Zahlen mod 1 nur von diesem Standpunkt aus. — Interessante Falle einer
solchen ungleichmiBigen Verteilung sind schon von den Herren Pélya ®)
und SzegG®) behandelt worden. Fiir eine eingehendere analytische Be-
handlung im allgemeinen Fall erscheint aber als wesentlich auch die For-
derung der Stetigkeit der Verteilungswahrscheinlichkeit der Zahlen.

Unsere Aufgabe erscheint aufs engste mit dem Momentenproblem fiir
ein endliches Intervall verkniipft, welches von Herrn Hausdorff*) in einer
wichtigen Abhandlung behandelt worden ist.

Der Fall einer monotonen stetigen Belegungsfunktion als Losung wurde
aber darin nicht betrachtet, und da hier gerade dieser Fall erscheint, mufite
ich das hier nachholen.

Diese letzte Aufgabe erscheint, im Falle des Fourierschen Momenten-
problems, in enger Beziehung zu neueren Untersuchungen der Herren
F. Riesz®), L. Neder®) und 8. Sidon) iiber die Fourierkoeffizienten stetiger,
periodischer Funktionen von beschrénkter Schwankung.

1) ,Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins“, Math. Annalen 77 (1916),
> 3132) 3,,557‘1)& eine neue Weise bestimmte Integrale in der analytischen Zahlentheorie
zu gebrauchen®, Gottinger Nachrichten 1917, S. 149—159.

3) Math. és. term. tud. ért. 36 (1918), S. 531. — Vgl Pélya und Szegd, ,Aufgaben
und Lehrsitze aus der Analysis“, Bd. 1, II. Abschnitt, Nr. 44 und 194.

4 ,Momentprobleme fiir ein endliches Intervall*, Math. Zeitschr. 16, S. 220—248.

5) ,Uber die Fourierkoeffizienten einer stetigen Funktion von beschrinkter

Schwankung®, Math. Zeitschr. 2, S. 312—315.

%) ,Uber die Fourierkoeffizienten der Funktionen von beschrinkter Schwankung®.
Math. Zeitschr. 6, S. 270—273.

") ,Uber die Fourier-Koeffizienten einer stetigen Funktion von beschrinkter
Schwankung®, Acta litter. ac scient. univ. Hungaricae 2, I (1924), S. 48—46. Siehe den
Zusatz am SchluB dieser Arbeit.



172 I. Schoenberg.

In den beiden letzten Paragraphen mache ich einige Anwendungen
der allgemeinen Sitze. .

Es sei mir noch gestattet, meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof.
S. Sanielevici in Jassy fiir seine freundlichen Ratschlige bei der endgiiltigen
Abfassung dieser Arbeit meinen Dank auszusprechen.

§ 1.
Definition der asymptotischen stetigen Verteilung mod 1 und einleitende
Sitze. — Die zwei Fragestellungen.

1. Es seien
(1) L Zyps Taps ees Bpp (n=1,2,8,...)
n reelle Zahlen, die wir uns schon mod 1 reduziert denken konnen, also
alle der Strecke 0 < 2 <1 angehorend.

Sollte ;, (¢ <n) nur von ¢ abhingen, so sind die Zahlen (1) die
ersten 7 Zahlen einer Zahlenfolge

Zys Tay vves By vae
und die Reihenfolge der Glieder ist fiir das folgende wesentlich.

Es sei fiir den Augenblick z eine feste Zahl mit 0 < 2 <1 und es
sei m_(n) die Anzahl derjenigen unter den Zahlen (1), welche der ab-
geschlossenen Teilstrecke 0 ...z angehoren.

. Wir sagen, daB die Zahlen (1) sich fiir » — oo auf der Strecke 0...1
asympiotisch stetrg verteilen, wenn fiir jedes feste x
@) lim %) _ 5 () 0<z<1)
n->w
vorhanden ist und, 2(0) =0 und z(1)=1 gesetzt, die Funktion z(z) im
abgeschlossenen Intervall 0 < 2 <1 stetig ist.

Die Funktion z(x) wollen wir die Verteilungsfunktion der Zahlen (1)
nennen.

Es folgt nach der Definition, daB z(z) nie abnimmt. Derartige Funk-
tionen z(z), die fiir 0 <« <1 monoton und stetig sind, mit z(0)=0,
2(1) =1, wollen wir fortab kurz als Verteilungsfunktionen bezeichnen.

Dann und nur dann liegt asymptotische Qleichverteslung vor, wenn
z(z) =z ist.

Wenn wir z. B. von den mod 1 reduzierten Zahlen

rzz r
T2 Gy
ausgehen, so findet man, wie Herr Pélya gezeigt hat, fiir die Verteilungs-

funktion .

z(x)=f11:_i;dt.

0
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9. Wir beweisen zunichst den folgenden

Satz 1. Es se f(z) fir 0 <z <1 von beschrdnkter Schwankung
und z(x) sei nach der obigen Definition die Verteilungsfunktion der
Zahlen (1), dann st '

1
(3) lHm f(w1n)+f(%a’2+--'+f(xna>=J‘f(x) dz(x),
0

n->®

wo das Integral im Sinne von Stieltjes eimen Simn hat, weil wir z(x)
stettg voraussetzen.

Der Beweis ist ebenso leicht wie fiir den Spezialfall der Gleichver-
teilung, also z(z) = %)

Aus der Limesgleichung (2) folgt sofort, daB (8) jedenfalls fiir Treppen-
funktionen mit endlich vielen Treppen giiltig ist.

Man kann nun, wenn &3>0 gegeben wird, zwei derartige Treppen-
funktionen f, (%) und f,(z) bestimmen, daB

@) < (@) L fuolz) fir 0<2<1 und 0flf,_,(ac) dz(x)——aflﬁ(x) dz(z) < e.

Wir wollen auch fernerhin allgemein die Abkiirzung

F(2a)+ F(2en)+ .- -+ F(%aan
M (F)= (1a) (%3‘4_ + F (Znz)

fiir diesen Mittelwert benutzen.
Da Formel (8) fiir 7, () gilt, so ist fiir genfigend grofes n

1
Mn(f1)>6ff1dz—e.
1 1 1 1
Aber M, (f)=M,(f,) und ffdz——ffldz_é_ff,dz——affldz<a,
0 0 0

also M, (f) >L_ffdz —2¢ fiir groBes n.
Von f,(z) ausgehend, erhilt man die Abschatzung nach oben
Mn(f)<f1fdz—i—2s fiir groBes n,
also zusammenfassend ’
¥Mﬁ(f‘t —ffdzi < 2¢ fiir grofes n
und der Satz ist bewiesen.

%) Vgl. H. Weyl a.a.0. 8. 314.
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Im Satz I kann natiirlich die Funktion f(2) auch komplex sein,
wenn nur Real- und Imaginirteil den Bedingungen geniigen.

Indem wir in der Formel (8) die Funktion f(x) passend spezialisieren,
erhalten wir, daB fiir k=1, 2; 3, ... die Grenzwerte

k k
mln+...+xﬂn

4 Iim 22— " =y,
( ) Pyl n M
2nikxia 27k Xpn
(5) lim &tk - w,
n-> o
vorhanden sind und deren Werte erhalten wir aus
1
(4") [ akdz(z)=u, (o=1;k=0,1,2,...),
0
1
(3") [etmitzdz(z) =w, (wo=1;k=0,1,2,...).
0

Diese Grenzwerte erscheinen also als Stietjes- resp. Fouriermomente
der Verteilungsfunktion z(x).

3. Wir haben bisher vorausgesetzt, da8 sich die Zahlen (1) asymptotisch
stetig verteilen. Wir wollen nun diese Voraussetzung fallen lassen und wir
beweisen, daff aus den Gleichungen (4) auch die Hxistenz der Limites w,,
also auch die Qleichungen (5) folgen. Allgemeiner, aus den Gleichungen
(4) oder (5) folgt, daf der Limes

(6) lim f<x1n)+f(x2n3b++f(xnn)=L(f)
n->w

vorhanden ist, fir jede fir 0 <x <1 stetige Funktion f(z).

Der Beweis ist sofort erledigt. Wir wollen etwa von den Gleichungen
(4) ausgehen und zeigen, daB L(f) vorhanden ist.

Es sei ¢ > 0 beliebig gegeben.

Nach dem WeierstraBschen Approximationssatz kann man ein Polynom
so bestimmen, daf3

flz)=a,+a,z+ ...+ a, x4 r(x)

lr(z)|<e fir 0<2<1.

und

In der abkiirzenden Bezeichnung von 2 folgt aus der letzten Gleichung
M,(f)=ay+a, M (z)+... +a, M, (zm)+ M, (r)
und aus M, (%) — p, fiir n—oco und | M, (r)| <e folgt
M, (F) — (@ +ay oy + o+ @y )| <26

Y
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fiir gentigend groBes =, also auch
M, () — M, (f) < e fiir groBles

und also ist Forme] (6) bewiesen,

4. Wir benutzen jetzt den Zusammenhang mit dem Momentenproblem

lim 3, (f):L(f‘) fiir jedes stetige f(z).
Man sieht nup leicht, dag
1
L(f):(;ff(a:) dz(z),

denn nach (4) und (4°) ist diese Gleichung fiir jedes Polynom richtig und
nach dem Appmximationssatz folgt sie anch sofort fiir jede stetige Funktion.
Der Satz IT besagt, dag filr 0 < ¢ < 1, in der Bezejchnung von ],

fir jedes solche D
Wir betrachten folgende Funktion mis einem Sprung

1 fiir 02y,

U(x')={0 n '¢9<x§1,

und da
! . 1
M, (v) =220 g Jv(@) dz ()< 2(9),
[
80 geniigt es zy beweisen, dag

1
lim Mn(v}=l}('v)=fﬂ(z) dz(z).
R> @ [
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Es sei ¢ >0 fest, damit
Es seien ¥ (2) und 4 i i

Streckenziige ACEF r

v-(2)<o(2) <y, (),

n )g'Mn<v>§Mn('W+)'
Fir 6 > 0 fegt folgt also (v, und w_ sind stetig!)
1 1
6/'1,0_ (2) dz(z) — ¢ <M, (v) <Jw+ (2) dz(z) - 6

fiir geniigend groles n unq o

8 folgt daraus gdie Exis
von M, (v) und ayg Sv_dz

SJode <[y, d0v) 4
1
f'vdz(x),
0

wenn wir zeigen kdnnen, da die Differens

tenz deg Grenzwertes
uch sein Wept

1
Aa =6fw+ (x) dz(z) -
fiir gentigend kleineg ¢ auch beliebig ke
Bs sel y(a) =y, () _
1

Jv-(2) dz(a)

n wird,
v_(z) (Fig. 2), so folgt
4=fw<x)dz(x)=fw(x)dz(x)=~fz(x)dww)

P—g
P—g Bte
== 2(2) dx—}-eifz(x) dz

5 1

fiir ¢—.¢ gegen — 2(9—0) +z2(84-0),
tetig. Damit jgt der Satz bewiesen,

denn z(z) igt g
hUn zwei verschiedene Fragestellungen verfolgen:
A. Bs sel eine Vertez’lungsfunlctz’on 2(2)% o priors gegeb,

_

en.
®) Diese Ungleichungen gelten, weil
%) Diege

Funktion sei’ also fir 0<
siehe 1.

5. Man kann

Z(z) auch mong

ton und nie abnehmend gt
z<Z1 stetig,

monoton z(0) =0, 2(1)=1,
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Es sollen Kritercen aufgestellt werden, welchc die asymptotische Ver-
teslung unserer Zahlen (1) nach der Funktion z(z) gewdhrleisten.

B. Man finde Kriterien, welche uns tiberhaupt eine asymptotische stetige
Verteilung der Zahlen (1) erkennen lassen, wo also die Verteilungsfunktion
nicht von vornhinein gegeben wird, sondern beliebig sein kann und erst
hinterher durch die Zahlen (1) bestimmit wird.

Es ist natiirlich die zweite Fragestellung interessanter, denn wenn
man von (auf irgend eine Weise) bestimmten Zahlen (1) ausgeht (wie

z. B. %, —g, cees % mod 1), so ist doch zundchst gewil z(z) ganz un-
bekannt,

6. Wir wollen zunéchst die Fragestellung A erledigen, auf welche man
mit Hilfe des Satzes II auf verschiedene Arten eingehen kann.

Fir z(x)=2x entsteht die Frage nach der Gleichverteilung der
Zahlen (1), wofiir die Gleichungen

e2:zika:,,+ eznikz,,+_ . —i—eg"ik”‘"

(7) lim

n—>wo

=0 fir ¥=1,2,3,...

n

notwendig und hinreichend sind).

Im allgemeinen Fall eines gegebenen z(z) sind notwendig und hin-
reichend fiir die Verteilung der Zahlen (1) nach z(z), entweder die Glei-
chungen (4) oder diejenigen (5) fir k=1,2,3,..., wobei die ent-
sprechenden Zahlen x, und w, aus (4') und (5") zu entnehmen sind,
denn alle Bedingungen des Satzes II sind damit erfiillt.

Man kann den Bedingungen auch eine andere Gestalt geben.

Es sei Q@) =1, Q, (), @ (), -..

eine Folge von Funktionen, die fiir 0 <z <1 stetig sind und den Ortho-
gonalititsrelationen

[ Qu(#)0, (2)d2(x)=0 (m+m m20,n20)

geniigen. Es sei auBerdem moglich, irgend eine stetige Funktion durch
lineare Aggregate der @, (z) mit konstanten Koeffizienten beliebig genau
gleichmifig zu approximieren.

Eine solche Funktionenfolge bilden z. B. die durch diese Bedingungen
bis auf konstante Faktoren eindeutig bestimmten sogenannten Stieltjes-
schen Polynome von z(z).

1) H Weyl a. a. 0. Satz 1, 8. 315.
Mathematische Zeitschrift. XXVIIL 12
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Notwendig und hinreichend fiir die Verteilung der Zaohlen (1) nach
z(z) sind dann die Bedingungen

n

lim
9~ o
Auf den Beweis, der sofort aus dem WeierstraBschen Approximations-

satz und dem Satz II folgt, will ich nicht mehr eingehen.

§ 2.
Kriterien fiir asymptotisehe stetige Verteilung
mit Hilfe der Stieltjesmomente u, .

%. Wir haben in 8. bewiesen, daB aus den Gleichungen (4) oder (5)
auch die Gleichung (6) fiir jede stetige Funktion f (z) folgt. Wir fassen
nun die Operation L(f) ins Auge unter Voraussetzung der Gleichungen (4).

Sje ist offenbar linear, das heift L(af -+ bp)=aL(f)+bL(p),
und auch beschrinkt. Denn aus

|21, (1) | S x| ()| =20

folgt auch
L) <.

Nach einem wichtigen Satz von Herrn F. Riesz'?) kann man nun fol-
gern, daB es eine monotone Funktion z(x) gibt, so daB fiir jedes stetige f(x)

L(f)= [f()dz(x).

Wir setzen z(0)=0. Dann ist natiirlich (f=1) 2(1)=1 und die Funk-
tion z(z) nimmt also nie ab.

Es sind also die Momentenprobleme (4') und (5') mit Hilfe einer
monotonen Funktion z(z) losbar™®). :

Unm aus dem Satz II zu folgern, daB sich unsere Zahlen (1) asymp-
totisch stetig verteilen, haben wir noch die Stetigkest der auf diese Weise
gewonnenen Funktion z(z) ndtig, und zwar mufl man, um zu brauchbaren
Kriterien zu gelangen, die dazu ndtigen Bedingungen in den Grenzwerten

18)  Démonstration nouvelle d’'un théoréme concernant les opérations fonctionelles
linéaires, Annales de Pécole normale 3¢ série 31 (1914) 8. 9—14.

Aus dem Satz von Herrn Riesz folgt zuniichst, daB z(z) von beschrénkter
Schwankung ist, aber man ersieht aus seinem Beweis a. a. 0., daB, wenn immer
L(f)=0 fir f(z)=0 (0<2z< 1), die Funktion z(x) sogar monoton ist.

Hier ist diese Zusatzbedingung natiirlich erfiillt.

1%) Man bemerkt sofort, daB die Zahlen pj eine total monotone Folge bilden und
dann folgt dasselbe Ergebnis auch aus einem Satz von Herrn Hausdorff.

Die Umkehrung ist auch tichtig, daB heiSt: wenn die total-monotone Folge
ur (#o=1) gegeben ist, so gibt es entsprechende Zahlen (1), so daB (4) gilt
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My oder in den @;, ausdriicken. Dje Untersuchung gestaltet gich ganz
verschieden, je nachdem man vop den u. oder den w, Gebrauch macht
und wir wollen mit den ersteren beginnen,

8. Wir gehen also jetzt von der Funktion 2(2) aus, und Zwar gei sie
fiir 0<:1<1 monoton mig 2(0)=0 ung 2(1)=1 und wir bilden ihre
Momente

(8) jikdz(t):z,uk (lt:=-0,1,2,...).

Wir betrachten auch das Integral
1

(9) Fla)= [ Lett]

und man gsieht sofort, daB eg eine, in der von 1 bis -+ oo lingst der
reellen Ache aufgeschlitzten %- Ebene, regulire analytische Funktion dar.
stellt,

Aus (8) und (9) folgt die Potenzreihenentwicklung

(10) @)= S b gy

Hilfssaty I, Damst dje monotone  Funktion 2(t) fir 0<:<1
Stetig ser, gof notwendig ung lzz'nrez'chend, daf die Punktion F(z) folgen-
den .Rcmdbedz'ngungen gendigt:

(«) Piir jedes feste r mgt 1 Sr<oo g

lim (x~r)f(z)=0,

e = auf irgend einem, Weg4) 1z bestimmier Tangente, welche mgy der’
Strecke 1 — ~+ o nicht Rusammentdllt, sy enldufs,

Es sej . g :;.
Nach (9) igt

(A=2t)f@) = [L=28y,

—_—
%) Ein Weg geniigt, dasselpe folgt schon fir die anderen.
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/1»-:1:19

also beschrankt, fiir ¢ £t<1 und %

an der Stelle t— o stetrg. Es sei auch ¢ <1.
Wenn wir die Umgebung ¢ — , . - %+ ¢ von heransschneidey (e>0

auf jener festen KRurve. g g¢; (1)

geniigend klein), g0 strebt fiir %—»0 (auf der Kurve!) der Ausdruck

1
1~xﬂ’_~/;-1’{ 0
l—zz | T 71—

| i
[ |

und zwar gleichmiBig fiir alle Werte von ¢ mit [t—8]>e

v

Fiir 71 genligend nahe ap Ist also
Bte

|1 Mx'&“}‘f‘(x)< f’%%;};dz(t)—,’—e<M(z(29+e)-z(w9—a))-jLe
P—g

und wird also unendlich klein fiip , geniigend klein da wip z(¢)in 9 stetig
voraussetzen. Es ist alge () erfiills,
Derselbe Schlug gilt auch fir 9 1.

Es ses 2(t) an der Stell, t=4 unstetig mst dem Sprung o,
Wir betrachten die Funktion 21(2), die fiir  — stetig ist:

2.(8)=z2(8) fir 0<t<w undzl(t)—:z(i)«a fiir d<iL],
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und

fle)=1+542, =&l
geniigt offenbar den Bedin

gungen («) und (8).
9. Unm diesen Hilfssatz zy verwerten, benétigen wir auch die Funktion
1
(11) Pls)=[t"dz(t) fir Re> 0,
0
Wir beweisen zunicht kurz, dag D (s) in der Halbebene Rs >0 ana-
lytisch und reguldr ist,

In der Tat gej S=g¢

+ 71 fest (o>0) und 0<i
Es ist

}Lj <%-'
1 1 A
“”(8\1“’2_:{@~ t'1gtdz(t)——=f('-,§~1—Igt)t”“dz(’f)’
0 1]
also

1 1
\\4’“*’2““”‘8)‘fz'Igzdz(t)/ éff ——-’h,fl
i
0 0

——Igtj 'dz(1).
Fir 0<1<1 ist aber

th\;—l-lgtlj = 1! emgt—l-—-lgt / = }%Iggt+§lgst+... f
, 1
g,ﬁ;lgﬂz(l+‘T’§f1g§+i§g*1gﬂ§+...)=1hg1g‘-’te"”“‘?
- & {1y, =32
= k|-t lggtéﬂu‘-t *lg?t,
weil
k] <3
Also ist

1 1 a
w_ﬁqgmwgm;-]t'Ige:dzu)
s ' 0

und fiir 4 — 0 erhzit man &’ (s) =
nach dem Satz von Goursat,

Aus (11) folgt auch, sofort |®(s)' <1.

Diese Funktion besitat auch noch folgende Eigenschaft:

1
ft"lgtdz(t) und D(s) ist regulir
0

) 12 =e®'8 oy reell.
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Fiir 6+ 40 strebt & (oL ; 1) gegen einen Grenzwert, dep, wir mat
D(71) bezeichnen, ung 2war glez'chmo‘i/a’z’g fir — oo < <+ o0, D(:7)
8t also eine stetige Funktion, von 1.

Zum Beweig definieren wir
1

1
(119 D(51) = Iimft“dz(t)=ft“dz(t)
€30 & 0
als konvergentes uneigentlicheg Stieltjesintegral. Fiir den Augenblick
wollen wir mis 2, (2) die Funktion bezeichnen, die gleich z(z) fiir o <t<1
aber 2 (0) =2(40) (Abkiirzung fiir [ip 2(¢)). Es ist danp auch
. &340

1 1
¢(z'2)=ft“dz1(t), @(o+il)=ft”+i"dz1(t) fir 6>
0 0
und also
1 1
[P(o+i2)— ¢(il)1=.’fi“+“dz1 (@) = [t az, ()|
0

0
1 1
= (e Dt dz ()] < f1 - £7)dz, (z)
0 0

eine von unabhéngige Schranke, welche fiir ¢, 0 auch gegen Null
strebt, weil 2, (2) fiir z = ¢ stetig ist.

Es gilt also gie Darstellung (11) in der ganzen Halbebene aych fiir
=0, aber in diegem Fall ist dag Integral im Sinne im [ zu nehmen,

>0

&

PO =2~ 2(+0)= 111 g,

o daff @( 0)=1 notwendig yng kainreichend fiir die Stetighest von z(t)
an der Stelle t — 0 sz,

flz)=1 +2m D(n)z"

n=1
und da P(s) fir Rs> g regulir und dagelhst absolut < 1 ist, so kann
man hier einen allgemeineren Satz von Le Roy und Lindelsf beniitzen,
den ich dem Buch |, Calen] des Résidus““) von Herrn Lindelsf entnehme

_—
) Parig 1905, s, 109—112, insbesondere Formel (4) auf 8. 111, _ Was dort

@ (2) ist, heiBt hiep 9 (2) und in unserem Spezialfall jgt ?=0 und m =1 Zu nehmen,
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und erhélt sofort die Darstellung
flz)=1- f {L:i—f:;dz (0<e<1)
a—~7
fir |2/ >0 und 0 <arcx < 2z, (z2= e?lgz, lglegzv‘xj +darcz).
Da D(o+71) gleichmiBig in 2 gegen D (77) strebt, fiir g — 0, so
diirfen wir in dieser Formel den Integrationsweg Rz — ¢ mit der imagi-
néren Achse vertauschen und erhalten

(12) flz)=1-+ f-QT dz

in demselben Bereich fiir Z, wobei der Strich am Integral andeuten soll,
daB wir den Pol im Nullpunkt Iings des Halbkreises

2= y¢lw, —ggwg-;i (0<z<1)
umgehen.
Das Integral ( 12) konvergiert natiirlich absolut, wie man sofort ein.
sieht, weil wir 0 < arc 2 < 2 festgesetzt haben.
11. Es sei nun T=re"?, r fest 1<r<oo und 0<d<2a.
Dann ist
lim 227,

G>+0 L
und die Bedingung («) von Hilfssatz I ist mit
(13) Im §-f(reit)=g
#>+0

gleichwertig,
Wir setzen zur Abkiirzung

D(z)x?
p(2) = 1 — g2miz

und dann folgt aus ( 12)
(14) (ret?) =94 9. [ p(z)dz + o de;mp(z)dz—{—ﬂ-[qo(z)dz.
—®3 n.d.Hal is ()

Wir wollen die zwei ersten Integrale abschitzen:

-3y -3 £ .
' B(id)e tO+itler | B(—ii)etS-itlgr
! ¢(2)dzf=;f _6—2.71}. "-dlir—! - 1—6231 d/':
—®4 ’ —-—x »
. ! FoE ) .
< T OA< | 5—dl fir 0<d< T,
== 82“"——1 P e..:z}.__l 2

also eine von unabhéingige Schranke.,
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Fir o =rei?, z=1nel® ist |27 = ex(8rcoso~dsinw) gl5o  fiir unsere
Werte von r und ¢ ist
Ixz] < exllgr+9)
Folglich ist

[ otz)az| =

n,d.Hkr, n. d. Hkr.

e.{(lgr-i‘—)
f ]—I-—E;I leJ fir 0 < ?9<

wieder eine von ¢ unabhingige Schranke.
Aus (14) folgt also (18), wenn auch das letate Glied auf der rechten
Seite von (14) fiir ¥ — 0 gegen Null strebt, also
F &0\ gmid+il
lim ¢ | 2D 2T gim 0.

$->+0 — ™27t

Wir ersetzen 1 durch % und haben

lﬁfgb(zl)_a_lﬂ-l—”mrdl,:{fwg:dl!gfl’i@—
S —e . J —

—27l

<— _mﬂ |erai.

In dieser letzten Schranke ist r ganz fortgefallen, so daB die Be-
dingung («) des Hilfssatzes gewil erfiillt ist, wenn (k = %)

(15) lim (f]d5(i/1k)]e'1dl=0.

Wir wollen der Gleichung (15) eine bequemere Form geben.

Aus | (42)] <1 folgt, daB das uneigentliche Integral in (15) gleich-
méfig in bezug auf % konvergiert, so daB zum Bestehen von (15) hin-
reichend ist, daB

!
[1®(Gik)|e-*di— 0 fir k— oo,
0

fiir jeden festen Wert von 7 > 0 und diese letzte Bedingung ist auch mit

1
[18GEIk)|dl—0 fir & — oo,
0
gleichwertig.
Wir ersetzen im letzten Integral 1 durch —;c'— und erhalten

lk
%f[q)(u)[(zz-»o
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und wenn wir 7 k = z setzen

z

l .
Hiowaio,
0
also endlich

(16) lim 2 [10(:2) ]2z — o,

>0 T

eine Bedingung, welche verlangt, daB [D(22)] im Mittel gegen Nult
konvergiere,
Wir bemerken hun, daB die Funktion & (s) nach ( 11) den Gleichungen

D(n) =4, (n=1,2,3 .,

[P(s)|<1  fiar fe>0,

so folgt nach einem allgemeinen Satze?), daB die analytische Funktion D(s)
durch diese Bedingungen eindeutig festgelegt ist. Wir erhalten zusammen.
fassend, indem wir Satz IT heranziehen, den

Satz III.  Par g5, Zahlen z, Bans +oos T,y (1) der Strecke 0 B |
mogen dye Grenzwerte

(4)

geniigt und da noch

Es existiert esne etndeutsqg bestimmie fir Rs>0 reguldre und pe-
schrankte Funjstion, D (s), welche den, Bedingungen
D(n)=p fir n=1,2,3,...
gentigs.
Wenn z(t) die Lésung (2(0) = 0) des Momentenproblems

1 - \
(4") ft"dz(t):,u,‘ (=0,1,2,..; y,=1)
0
bedeutet, so st
1
@(s)=ft'dz(t), Rs>0
0
eine Darstellung der Funktion D(s).
Es existiert

im @(c+i1)= iz (s=0+12)
G->+0

gleichmafig fir —co<l<oo.

%) Vel G H. Hardy, , Ontwo theorems of F. Carlson und 8. Wiegert, Acta Math. 42
8. 327—339.
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Die Zahlen (1) verteslen sich gewsfs asymptotisch, stetrg, wenn,

(17) D(0)=1 ung um%ﬁas(u)[dz:o.
Z>» o I

Die entsprechende Vertez'lungsfunlm’on st z(2), welches nacl, den
Bedz'ngungen (17) notwendig stetig isf. '
Wenn wir in der Forme] ( 11°) von 9 gje Substitution :z:=1gti aus-

fithren, so erhalten wir ejn Integral, mit dessen Hilfe wir das Ergebnis (16)
auch so ausdrijcken kénnen:

Bs se; v(2) eine fir >0 monotone Funktion, welche fijy 4 _, 00
endlich, blesbt, ung

o= [etreay(y),

wenn
@
lim if@(z)dz=o,
T T J

dann ist dje Punktion P (z) gewsf3 fiy Z22>0 auch Stetig 15),

2x
;1 .
(18) wkzgy;fe““dzo(t).
4]

Wir betrachten dje schon von Herrn . Herglotz %) benutzte Funktion
(19) F(x)=w6+2w1’x+2a);m“’+... .

Diese Potengrejhe konvergiert fiy [#] <1, und man findet leicht ayg (18)
und (19) die Da.rstellung

'%) Unter leicht einschrinkenden Nebenbedingungen kann map diesen Satz anch
fiir die 8anze reelle Achge (— ® <2< 0) ausdehnen,

%) ,Uber Potenzreihen mit Positivem, reellen Teil im Einheitsk:reis“, Sachsische
Sitzungsberichte 63 (1911), g, 501511,
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a2z it .
(20) If(m)=2i.nf zit+:dz0(t) x, <1,
0

ein verallgemeinertes Poissonsches Integral.
Hilfssatz II. Fiir 0 <9 < 2z und fest 2st

lim (1 —7) F(re"")=%{zo(0—{—-0)——zo(ﬁ —0)}

r>1
und (9 =0)
Tim (1 — r) F(r) = 2 {2 (- 0) — 2(0) = 2 (2) — 2 (27 — 0)} -
r->1 v

Aus (20) folgt
. 1 i ¢ (E—D) +
(1—r)F(re?) =5, f S, (1= 1) da (D),
0
und daraus folgen die Gleichungen des Hilfssatzes II nach shnlichen
Schliissen, wie sie in 8 zum Beweis des Hilfssatzes I verwendet wurden.
Die Sache ist derart einfach, da wir dabei nicht mehr verweilen.
Insbesondere gilt:
Damit z,(t) fir 0 <t < 27 auch stetig set, ist notwendsg und hin-
reichend, dafi
(21) lim (1 —7r)F(re??)=0
r->1
fiir jedes feste ¥ mit 0 <9 < 2a.
Ein bekannter Satz iiber Potenzreihen lautet folgendermafen:

Die Koeffizienten der Potenzreihe

p(x)= fjc,x’
r=1

maogen der Gleichung lLim @i—cﬁ’—'gliif’f: 0 geniigen. Dann ist dieselbe

n—>o<

fir |2| <1 gewip konvergent und

lim (1 —r)e(r)=0.
r>1
Indem wir diesen Satz auf die Potenzreihe (19) anwenden, folgt, daB
(21) gewil dann erfiillt ist, wenn
[w{]+§w;§+...+fa;’:‘

n

=0,

(22) lim

n->x

und aus (22) folgt also a fortiori die Stetigkest von z,(t) fir 0 Lt < 2.
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Um zu unserer urspriinglichen Aufgabe zu gelangen, gehen wir wieder
von den Zahlen (1) und den Gleichungen (5) in 2 aus. Wir sahen in 7,
daB, wenn (5) vorhanden sind, sich das Momentenproblem (4) und also
auch (5') durch eine monotone (nie abnehmende) Funktion z(¢) losen
1aBt. Aus (5") folgt

27

G 1| —ike (l_)= ’
2n_2:tfe dz 2x ©k>
0

wenn wir zo(t)=z(-2t—n> setzen, und wenn wir nun das Ergebnis (22)

mit dem Satz II verbinden, so folgt, daf

(23) . lim “":‘""ia’ei‘f‘-'-'*‘{wni:o

n—>rx n

hinreichend fir die asymplotische stetige Verteslung der Zahlen (1) ist.

Wir werden weiter noch beweisen, daB die Bedingung (23) auch not-
wendig ist.

13. Es sei f(¢) eine fir — co < ¢ < co erkléirte reelle Funktion mit
der Periode 27 und in 0 <¢< 2% von beschrinkter Schwankung.

Es seien @, und b, die Fourierkoeffizienten von f(#). Herr F. Riesz*’)
zeigt an einem Beispiel, daf fiir eine solche auch noch iiberall stetige
Funktion f(#) nicht notwendig
(24) lim na, =0, lmnd, =0

n->o n->o
zugleich gelten.

Herr L. Neder®!) beweist aber umgekehrt, da8 aus unseren ersten
Voraussetzungen fiir f(¢) und (24) auch die Stetigkeit von f(¢) folgt,
oder genauer, daB f(¢) nur hebbare Unstetigkeiten aufweisen kann.

In einer neueren Arbeit hat Herr S. Sidon®?) bewiesen, daf, wenn
unser f(2) auch stetig ist, zwar nicht (24), aber gewil

(25) lim !axl+2|“2]+-“+""ian1=0, lim |b11+2]be}+--‘+”'|bn|=0

n-»x . % n->w n

gelten miissen.

Wir wollen in diesem Zusammenhang zunéchst beweisen, daB auch
umgekehrt die Bedingungen (25) hinreichend fiir die Stetigkeit (hebbare
Unstetigkeiten ausgenommen) von f(¢) sind.

20) a. a. O.
2) a. a. 0.
22) a. a. 0.
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In der Tat sei

1 . .
w;ﬁ=ﬂ 8_"“df(t).
0

Es folgt durch partielle Integration (f(0)=f(2x)!)

2
(26) ot =& [ f1) e= dt = £ (ka, — ik,)
0

|oc| S ka4 k8, ],
so daB aus (25) auch
ol 4+...+ )]

n

lim 0

7>
folgt. Wenn wir
Flz)=wj+ 2w+ 2052 +...
setzen, so folgt aus der letzten Limesgleichung und einem schon benutzten
Satz, dal
(27) lim (1 —r) F(rei®) =0

r=->1

fir 0 <9 < 2n. Es ist aber f(#) von beschrinkter Schwankung, also
konnen wir setzen

(28) (1) =2,(2) — 2 (1),

wo 2, und 2, fiir 0 <¢ < 2a nie abnehmen.
Es seien F,(z) und F,(z) die der Funktion F(z) analogen, mit
den Momenten von z, () bzw. z, (¢) gebildeten Funktionen. Nach (28) folgt

F(z)= F,(2) — Fy(=),
und aus (27) erhdlt man
}if;(l_ r) F,(re'?) =}i_inl(1 —r)F,(ret?) fir 09 <2a.
Nach dem Hilfssatz IT ist also fiir 0 < 9 < 2=
2, (94 0) —2, (¢ —0) =2, (# +0) — 2 (4 - 0),

also nach (28)
(3 +0)=F(5—0).
Fiir 9 =0 folgt
2,(+0) —2,(0) +2,(27) — 2,(22 — 0)
=25(+0) — 2,(0) +24(27) — 2,(22 — 0),
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was nach f(0)=f(2x) und (28) auf
F(+0) = f(2a—0)

herauskommt.
Die Funktion f(#) kann also nur hebbare Unstetigkeiten aufweisen.

14. Wir kénnen aus dem Satze von Herrn Sidon sehr leicht die Be-
hauptung von 12 ableiten, welche aussagt, dal (23) nicht nur hinreichend,
sondern auch notwendig fiir die asymptotische stetige Verteilung der
Zahlen (1) ist.

In der Tat, wenn z(2) die stetige Verteilungsfunktion ist, so ist auch

das dortige 2,(f) =2 <—2-%> stetig fir 0 <t < 2.
1
f(2) =2(t) — 5t

ist stetig und von beschrinkter Schwankung fir 0 <1 < 2n. AuBerdem
ist £(0)=f(2=). Unter diesen Voraussetzungen ist wf in (18) mit dem
wf in (26) identisch, also

|wi] < [ka,| + |k | (k=1,2,8,...)

und da f(2) stetig ist, so folgt nach den Sidonschen Gleichungen (25)
auch (22) und folglich auch (23).

Zusammenfassend erhalten wir den folgenden

Satz IV. Notwendig und hinreichend fiir die asymptotische stetige
Verteslung mod 1 der Zahlen z,,, T,y .-+ ,, (n=1,2,38,...) ist die
Existenz der Grenzwerte

e2nikzm+ e?nikxm_*___._l_eZnikzun

=w, (k=1,2,8,...)

lim

n—»x

n

mit der Bedingung
[o; [+ g ...+ |@a] =0.

n

lim
n—>cwx

§ 4.

Eine Anwendung des Satzes II.

15. Es seien

Ly s Taps wovs Ly

n Zahlen der Strecke 0...1, die sich fiir » — oo asymptotisch stetig
nach z(z) verteilen mogen.

Wenn () irgendeine Verteilungsfunktion ist, so folgt sofort aus
Satz I, daB sich die Zahlen

":U(xl'n)’ W(x‘:n)’ et ’l/)(xnn)
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asymptotisch stetig nach z(y_,(x)) verteilen, wenn y_,(z) die Um-
kehrungsfunktion von w(z) bedeutet. Insbesondere sind die Zahlen
2(2,,)s 2(%g,)s - -» 2(2,,) asymptotisch gleichverteilt fiir n — co®®).
Nicht ganz so selbstverstindlich ist die Antwort auf die Frage: Wie
1

5
Loy

verteilen sich die Zahlen %»: e, ;i~ mod 1? Man muf natiirlich
1R n

dabei voraussetzen, daB keines der z,, verschwindet.

Wir werden zeigen, daf sich diese Zahlen asympiotisch sietiy mod 1
nach der Verieilungsfunktion

N

2 (_l.j — ')'A_L
) T A\ E TR/

e

2*(z) =

W
A

n
verterlen.

Der allgemeinen Methode folgend, wollen wir zunichst zeigen, dal

1 %
* 2:!’57; )
oy, =fe dz(z)
0

(29) gesetzt, dann
2:11‘,;'—- ‘.’:z'ir—k« 2::5':;-—
R e L) 2l e R R %
lim - = W
n—>x R g

ist. Wir bemerken, daB diese Behauptung nicht direkt aus Satz I fiir

k

fla)= ezm ® folgt, denn diese Funktion ist in ihrem Real- und Imaginfr-
teil von unbeschrinkter Schwankung. Darum muf man etwas vorsichtig sein.

Es sei 6 >0 und <1, geniigend klein, so daB z(é) <1. Es sei
m, die Anzahl derjenigen Zahlen z,,,®,,,-..%,,, welche der Strecke
0...0 angehdren, und wir setzen mj=n — mj fiir die Anzahl der ibrigen
Zahlen.
' Bs sei &> 0 geniigend Kklein, so daB z(6)+ e <1, dann folgt aus
iﬁ%:z(&), daB 22 < z(8)+ & fir n > ny(3, ).

Da z(8) +e< 1, so folgh 4’? < 1, also mj>0 fiir diese Werte von .
Wir haben ferner

23) Toh méchte in diesem Zusammenhang bemerken, daB wenn eine Folge x,, 7y, 23, . .-
von Zahlen der Strecke 0...1 gegeben ist, welche diese Strecke iiberall dicht bedeckt,
man immer in passender Weise die Zahlen dieser Folge umordnen ksnn, so daB die
umgeordnete Folge sich nach einer a priori beliebig gegebenen Verteilungsfunktion ver-
teilt. Vgl bierzu J. v. Neumann, GleichmaBig dichte Zahlenfolgen {ungerisch), Mathe-
matikai és Physikai Lapok 32.
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1y wwis i Loy 1
- e Ty T e Zyn _ + - —_——
n m n n m§
r=1 <z, %, , S8 <z, <ls,,
1 ms 1
SE L T
2y, S8 6<”‘yn
also
1 " 2nii 1 2'ri—z—]h:—f’ ms mg
(80) |- 3e T ¢ ST <2(2(8) 4
r=1 35<$,,,, !

fir n>mn (s, g).

Man sieht nun, daB sich die Zahlen z,,, ..., %,,, welche der Strecke
d...1 angehbren, auf dieser Strecke asymptotisch nach der Funktion
z(lxi ~ (za()a) verteilen,

Es ist klar, was wir darunter verstehen, und da8 der Satz I auch
fir ein solches von 0 .. .1 verschiedenes Intervall gilt. Daraus folgt

1 2ni—k- 1 : Qngf

.’ﬂ,‘, —_— z

w E:e " 1_z<5)fe dz ()
6<z¢m s

fir n>n, (3,e) (ny >n,).

<&

(31)

Endlich ist fiir ein geniigend kleines § < d, ()

1

2:15'& { 2ni£
fe “dz(x)-—ﬁ(?)fe * dz(x)
P ‘

0

<e.

Aus dieser Ungleichung in Verbindung mit (30) und (81) folgt

1
1 i 2niwi- 2::1'%
~ e —fe dz(z)

r=1 0

<2(2(6)+ &)+ 2¢

fir 6<6y(s) und n> n, (9, ¢)
und (29) ist bewiesen.
16. Wir miissen also jetzt aus den Gleichungen
' : 2.7ti-£
(32) feg”i“dz*(x) -——fe “d2(x) (k=o, 1,2,...)
0

0
die Funktion 2*(x) bestimmen.

Wir kénnten hier nach Satz IV beweisen, daB z*(z) stetig ist, aber
alles ist hier tberfliissig, denn man kann leicht nachrechnen, da8
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@®

(38) z*(:v):_Z{z(%)—z{/ 1 )}“)

n—+x
=1 \ N

diesen Gleichungen gentigt. In der Tat ist

1
1

fegzif-dz(x)zj feg"’ % 2(z) = _Z’fes:nkydz< y)

: n=1 n=1§
n+1
= 1 1
. 1 1 : e
=2fe”wd{z () —= <n¢y>} =fegmk”dz*(3/)"";,
n=1 4 0

also (32) ist bewiesen.
Wenn wir insbesondere von asymptotisch gleichverteilten Zahlen aus-

gehen, also z(z) =z, so folgt aus (83)

1

1y F'(l—l-x)_ 1—¢%
*(x)—Z’(;“n—{—m)_chi— I'(l+z) _f 1—¢ di.
0

=1

Nach dieser Funktion verteilen sich also die Zahlen

n n n
oo 2 mod 1%)

. % sind asymptotisch gleichverteilt.
Fir z(z)=a* (k ganz >1) folgt, daB sich die Zahlen
kE— k- E

n n n
1?’ V;z—,..., ;modl

x v N1 1 (=DF gk
% (:z:)-_u=1 n"+ R — log'(z 4+ 1)
verteilen.
§ 5.

Anwendung auf die Verteilung der Zahlen £ (1) q’(;), ¢p(3),.“ AN

17. In diesem letzten Teil wollen wir als Anwendung des Satzes II1
beweisen, daf sich diese Zahlenfolge asymptotisch stetig auf der Strecke
0...1 verteilt.

*) DieseReihe hat nicht negative Glieder und konvergiert gleichmaBig fiir 0 < z < 1;

demn 1—2{ (——)——z (nH)}m eine Majorante.

) Man darf Summation und Integration vertauschen, was nach partieller Inte-
gration sofort folgt.

®) Vgl. G. Pélya a.a.O.

*% Das Symbol ¢ (n) bedeutet die Eunlersche Funktion.

Mathematische Zeitschrift. XXVIIL. 13
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Wir beginnen mit einer ersten Verteilungseigenschaft dieser Folge:
Sie bedeckt dberall dicht die Strecke 0 ... 1.

Der Beweis ist ganz einfach. Es

ist ¢ (m) ———-H (1—%) und es ge-

n
pln

niigt also zu zeigen, daB die Zahlen der Gestalt

(1-2)(-5)0-%)

(Dy> Pas -+ -» P, sind verschiedene Primzahlen in irgendwelcher Anzahl), die

Strecke 0 ... 1 iiberall dicht bedecken.
Die Funktion logz ist fir =z =

1 stetig und darum geniigh es zu

diesem Zweck zu zeigen, daB man mit den beliebigen endlichen Teilsummen,

die mit Gliedern aus der Folge

1og%, log—g-, 108*2—, log%, cees log'[p:? e

gebildet sind, die positive Halbachse

folgt aber sofort aus der Divergenz der Reihe Zlog
»

2> ¢> 0 fest gegeben sind, so ist 0 < log

destens eine Teilsumme der Reihe

iiberall dicht bedecken kann. Das

P denn wenn
p—1

P
p—1

< ¢ fiir p > ¢ und min-

P

P2¢q

Z,’logp_1

fallt zwischen z — & und x + &, denn die Reihe divergiert und ihre Glieder

sind positiv und kleiner als ¢.

18. Diese Eigenschaft benutzen wir im folgenden nicht, wohl aber
einen Satz von Herrn Prof. J. Schur, welchen ich aus seinen Vorlesungen
. vom W.-S. 1923/24 kenne und der aussagt: Fiir jeden komplexen Wert

von § 8t

(2 o)

()

(34) lim

n->x® %

— ®(s)

und @ (s) ist ganz transzendent mat der Produkidarstellung

(35) o@)=IT{1-5

p durchléuft alle Primzahlen und das

+30-3)

Produkt (35) konvergiert absolut

und gleichméBig in jedem endlichen Gebiet der s-Ebene.
Wir benutzen diesen Satz nur fiir positives ganzes s = k und er zeigh
uns, daB die Grenzwerte wu, vorhanden sind und

B (k) = m, (k=1,2,3,...)
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AuBerdem ist fur s=¢g—+tiund a=0
| 1 1 1\81
@(s), = i1y
2, 1,1\1 'P+P\1 p>3=? p P
and @ (s) ist also genat die

Die erste Bedingung (17
auch die zweite nachweisen.

Funktion des Satzes IIL.

) ®(0)=1 ist offenbar erfiills und man

muf nun
Aus

— ¢4 log —
@(il)=ﬂ(l—%+%e ' P")
P

folgt

lo \@(i}.)\—-zlo \1__}__‘_16;113;’:—1%
; B P 8 p P !
— 1 1 i“g;?_q)
._Siglog(l p+pe ]
pir ol <t log(1 — )= — 2 +ae(@) (g1=0) und fir
§ st le(x)| < 2- Daraus folgh

&
A
o

auf der rechten

.,
P
—

L

‘\
-

?
- T % and die letzte Reibe

Fir p>3 186 | -
besitzt die von 4 unabhiingl

Seite ge Majorante E—S; Also ist
o | alg? 1 . afky P
log\z@(tl)\_—_—log«\cos——z—— ——2‘;2-1—)3111 (-z—lgp_l).!—()(l)

und endlich o
o3 e (B By o)
(36) \@(il)\:\msi%—?_\.e X (»3 -1

fir —oo<i< 4.
Die Bedingung (17) des Qatzes III ist erfiillt, wenn

z 1 . W% P
_e I sint|FlE -
ﬁmlje ? (2 ”'1)d2.=0.
z
z>= g
13*
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Wir ersetzen 1 durch 22 und dieze Gleichung ist & fortiori erfiillt,
wenn
z 1
-2 = sin*(z1 2
(37) i 1 [T b5 4o

> ®

19. Wir beweisen zunichst: Die Zahlen der Folge
2 3 5 P
lgT, lg-z—, ].gz, vy Igp—-——l’ .
sind linear unabhdingig, das hespt: eine Gleichung

Y4
2 elog 7Ty =0
mit ganzen rationalen c, und wo p endlich viele verschiedene Primzahl-
werte durchliuft, ist nur fir c,= 0 moglich.
Angenommen es wiren nicht alle ¢, = Null, dann darf man ¢, + 0
fiir alle ¢, voraussetzen. Die Gleichung der Behauptung kommt auf

(2= sier Ty lo—1)"

p—1
hinaus.

Es sei g der groBte Primzahlwert von p. Beide Glieder der letzten
Gleichung sind rationale Briiche, der erste sogar irreduzibel und ¢ teilt
seinen Nenner oder den Zihler.

Dies trifft nicht auch fiir den rechten Bruch ein und darum ist unsere
Annahme absurd.

90. Wir kénnen nun (37) beweisen. Es sei P eine feste Primzahl.
Es ist

_2_1_ in? (21g—2—
(38) ___f ? ps <x gp-—l) da g
0

8=
g|=

z

- é‘ lsin'—'(mlg%l)

e P=P? =Y dx
0

und wir beweisen folgende zwei Behauptungen

1°. Der Ausdruck auf der rechien Seite won (38) strebt fiir x — oo
gegen etnen positiven Grenzwert 4%®,

92°. Es ist lim A® = 0.

P>
Daraus folgt auch (87), denn wenn L den lim sup des Ausdruckes
auf der linken Seite von (38) bedeutet, so folgt aus (38) und 1°.

L S.A(P)
und P war beliebig, also nach 2° fiir P — oo

L=0
also (87).
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Wir beginnen mit 1°. Wir betrachten die Fourierentwicklung der
Funktion

—-—sin%z
e ? a? +2aP cosz -+ 2af cos2z .. Za"” ten '—a®,

und 5’] )| konvergiert, weil die dargestellte Funktion eine stetige zweite

Ableltung besitzt 25).
Wir ersetzen in dieser Reihenentwickelung z durch zlog ;gw , lassen p
die Werte 2, 8, 5, 7, . .., P durchlaufen und multiplizieren miteinander die

herauskommenden Gleichungen.
Man erhalt auf diese Weise die verallgemeinerte Fourierentwickelung

3 Lo (zlg

P\ @«
(39) y(z)=¢e “pZp? p—1/ = d,+ ZA,eu,z’

w1
wo alle 1, untereinander und von 0 verschieden sind*?).
Aus der Behauptung in 19 iiber die Unabhéngigkeit der Zahlen

4
log p—1 folgt
(40) d—aaPad. . .af

und wir wollen jetzt zeigen, dal gema8 1°.
z

(41) hm y(z)de = 4,.

:B—)v!!:
0

k4

In der Tat, }f}A | ist gewiB konvergent. Es sei ¢>>0 gegeben,
w=1

w
dann bestimmen wir m mit Z 14, <-;—.

y=m+1

Es folgt dann aus (39)

iw(x — 4, —ZA eitve < &

r=1
und also
: =z F
:lf (#)dz — 4y — yA »fe“*’“dx, <%
U &
oder
k3 " L,,g 1
1 iz _
;fw(:z)dx—ﬁo—z,:fl,e Lz ,<§
0 =

28} Vgl. L. Bieberbach, Differential- und Integralrechnung II, 8. 81.
29} Die Funktion w () ist fastperiodisch.
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-lgfw(x)dx—

bewiesen. Also ist 4, das A® von 1°. Aus (40) wird nun auch 2°
folgen.
Es ist

und also fiir geniigend grofes x A,| <& und (41) ist

27 7

) 1 - isin’ z 1 —%-sin'-’z
a, —Q—J.e 2 de=>]e dz <1
4 T
b 8

und dle Behauptung 2° ist bewiesen, wenn wir zeigen, daB das Produkt
o gegen Null divergiert, oder daB die Reihe mit positiven Gliedern
»

2 (1 _ a(?)

divergiert.
Dies folgt nun sofort, denn fiir 0 <2 <1 ist 1 — e~ ”2 und also

—‘—Sln"z
2(1——aé”))—_—-% fl—-—ep dz > — Zfsmz z,
p<P

PSP

also

und da le divergiert, ist alles bewiesen.
< :

(Ringegangen am 7. Juli 1926.)

Zusatz bei der Korrektur (Februar 1928).

Tch nahm erst letztens davon Kenntnis, daf Herr Norbert Wiener®?)
in einer neueren Arbeit den Satz von § 3 schon bewiesen hat, und zwar
in einer wenig abweichenden Gestalt.

Er benutzt statt der Sidonschen Bedingungen (25) von § 3 die Limes-
gleichung

y=n
(42) lim = 3 »*(a;+8) =0,

n>wo L2y

30y «The quadratic variation of a function and its Fourier coefficients”, Journal of
Math. and Phys. Massachusetts 8 (1924), pp. 72—94, insbesondere p. 8L
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und zeigt, daB dieselbe notwendig und hinreichend ist fir die Stetigkert
der periodischen Funktion f (x) von beschrdnkter Schwankung, deren Fourier-
koeffizienten a, und b, sind.

ES sind aber n|a,| und n|d,| beschrinkt, und die Bedingung (42)
erscheint gleichbedeutend mit den Bedingungen (25) infolge des ein-
fachen Satzes:

Es seir
Cys Cas Cgy = v e

eine beschrankte Folge nichinegativer Zahlen.

Aus
Gt Gt..-ton
folgt
. eited+ ... +of
(44) Jim SR =0
und wumgekehrt.

Beweis. Wir diirfen natiirlich 0 < ¢, < 1 annehmen und dann folgt
selbstverstindlich (44) aus (43).
Die Umkehrung folgt aus der Ungleichung

cl+c,+...~1—-c,,<l ci+eir...—cl

n

einer Anwendung der Schwarzschen Ungleichung.
Es geniigt nacheinander n|a,| und n|b,| fiir ¢, zu setzen, um unsere
obige Behauptung zu bekommen.
Aus demselben Grunde ist die Bedingung des Satzes IV mit der
Bedingung
lim o, *+ @y . w0 —0
n

A=>x

gleichbedeutend.
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