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Ueber die Bewegung eines Rotationskorpers in
einer Flussigkeit.
(Von Herrn G. Kirchhoff in Heidelberg.)

In ihrem Buche Treatise on natural philosophy, Oxford 1867, p. 264
haben die Herren Thomson und Tait die Aufgabe behandelt, die Bewegung eines
Rotationskorpers in einer Fliissigkeit zu bestimmen. Unter den Bedingungen,
unter denen sie dieselbe gelost haben, befindet sich auch die, dass der Korper
um seine Rotationsaxe nicht rotirt und diese Axe in einer festen Ebene bleibt.
Ich habe gefunden, dass die Aufgabe auch ohne diese Beschrinkung losbar
ist und ebenso, wie unter derselben, auf elliptische Integrale fihrt. Das zu
zeigen ist der Zweck dieser Abhandlung.

Die Differentialgleichungen der Bewegung sollen unter den folgenden
Voraussetzungen abgeleitet werden: Ein starrer Korper von beliebiger Ge-
stalt und beliebig vertheilter Masse befindet sich in einer incompressibeln,
homogenen Fliissigkeit, die ausser durch seine Oberfliche durch eine im Un-
endlichen liegende, geschlossene, feste Flache begrenzt ist. Reibung findet
in der Flissigkeit nicht statt. Auf den Korper wirken Krifte, welche ein
Potential besiizen, das nur von der Lage des Korpers abhingig ist. Auf die
Theile der Flissigkeit wirken keine Krifte. Wirbelbewegungen sind in der
Flussigkeit nicht vorhanden. Die Geschwindigkeiten #andern sich iberall in
derselben stetig mit den Coordinaten des Ortes; durch diese Annahme wird
der Fall ausgeschlossen, dass von der Oberfliche des Korpers eine Fliche
ausgeht, die — éhnlich der Oberfliche eines Strahles, der in gleichartiger
Flassigkeit sich bewegt — Theile der Fliissigkeit trennt, die verschiedene
Geschwindigkeiten haben. Endlich soll der Bewegungszustand des Sysiems aus
dem Zustande der Ruhe durch Krifte, die auf den Korper wirkten, hervor-
gegangen sein; diese Annahme bildet eine Beschrinkung der Aufgabe in dem
Falle, dass der von der Flissigkeit erfillte Raum ein mehrfach zusammen-
héngender ‘ist, dass der Korper z. B. die Gestalt eines Ringes hat.

Um die Integration der Differentialgleichungen, die unter diesen Vor-
atissetzungen gelten, zu ermoglichen, wird dann weiter angenommen werden,
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dass die Krifte, die auf den Korper wirken, verschwinden, dass die Ober-
fliche des Korpers eine Rotationsfliche und die Vertheilung der Masse in ihm
symmetrisch zur Rotationsaxe ist.

§. 1.

Die in Rede stehenden Differentialgleichungen sollen aus dem Hamilton-
schen Principe entwickelt werden. Bezeichnet {2 das Potential der auf den
Korper wirkenden Krifte, T die lebendige Kraft des ganzen Systemes und
4 die Zeit, so ist nach diesem:

(1.) cy(m- T)dt =

Es seien «, y, z die Coordinaten eines Punkies des Korpers in Bezug auf
ein in diesem festes Coordinatensystem, &, n, £ die Ceordinaten desselben
Punktes zur Zeit ¢ in Bezug auf ein im Raume festes Coordinatensystem, und
es sei weiter:

§ = ataxztoy+toss,

n = B+Piz+y+Bis,

§=ytnet+rny+rs
Die 12 Grossen «, 3, y sind dann Functionen der Zeit, um deren Bestimmung
es sich handelt. Man seize ferner:

U = 0 dt +ﬂl +7l dl ’

d
v = “27“‘ +ﬂ2_+72‘d_7;1

w=3dt+ﬂ3 +’dl’

d d d
p =0 ;’ +ﬂ2 ﬂ’ + %4 d?‘; ’
q = 0 d‘;; +ﬂ3 dﬂ‘ +73 d;',

dy,

r = “17‘—;‘ +ﬂ|""ﬁ"+ 1 A
d. h. man bezeichne durch #, v, w die Geschwindigkeiten des Anfangspunkies
der z, y, » nach den Richtungen der =, y, 3 und durch p, ¢, r die Drehungs-
geschwindigkeiten des Korpers um die Axen der z, y,. 5. Die lehendige Kraft
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des Korpers ist dann eine homogene Function zweiten Grades von u, v, w,
p, ¢, r mit constanten Coefficienten; es soll gezeigt werden, dass unter den
genannten Voraussetzungen auch die lebendige Kraft der Flissigkeit eine ho-
_mogene Functlon zwelten Grades derselben Varlabeln mit constanten Coeffi-
cienten ist.

Zu diesem Zwecke bezeichne man durch z, y, z die Coordinaten eines
Punktes des zur Zeit ¢ von der Flissigkeit eingenommenen Raumes in Bezug
auf das im Korper feste Coordinatensystem bei der Lage, welche dieses zur
Zeit ¢ hat. Die Componenten der Geschwindigkeit, welche in diesem Punkie
zur Zeit ¢ statifindet, nach den Axen der «, y, s sind dann den gemachten

Annahmen zufolge —g%, %‘5, —%‘f—, wenn ¢ das Geschwindigkeitspotential be-
deutet, und es ist dieses eine in dem ganzen Gebiete von z, y, z stetige

und eindeutige Function dieser Variabeln, die der Differentialgleichung

B aup

8w’+dy =0

geniigt. Bedeutet N die Normale eines Flachenelementes, so ist ferner fir
alle Elemente der Fliche, welche die Flissigkeit im Unendlichen begrenzi,

9p op _
N N =

Componente der Geschwindigkeit des anliegenden Theiles des Korpers nach
der Richtung von N.

Ist die Bewegung des Korpers, d. h. sind u, v, w, p, q, r gegeben,
so ist hiernach, einem bekannien Saize gemiss, ¢ bis auf eine willkirliche
additive Constante bestimmt. Es ist also ¢, abgesehn von dieser Constanten,
eine Function von u, o, w, p, q, r, und die lebendige Kraft der Flissigkeit ist
gleichfalls eine Function dieser sechs Variabeln. Um nachzuweisen, dass die
lebendige Kraft der Flissigkeit eine homogene Function zweiten Grades ist,
ist nur zuw zeigen, dass ¢ einer linearen homogenen Function der mehrfach
genannten Grossen gleichgesetzt werden kann. Die Richtigkeit der letzten
Behauptung aber zeigt die folgende Ueberlegung.

Die Componenten der Geschwindigkeit eines Punktes des Korpers nach
den Axen der &, 7, § sind:

=0, und fir jedes Element der Oberflache des Korpers ist der

d &
& dr°* Tdi°

also: die nach den Axen der z, y, »
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dg
“'dt +ﬂ‘dt+‘dt’

dg
ant+ﬁ2dt+2dt1

d
3dt+ﬁ3df+3d§’

oder
u--ry —qz,
(2.) o+ ps—re,
\ W+ g —py,

wie aus den Gleichungen folgt:

d§ _ da | da da, da,
T L I TR A TR

Sy _d8 4, 4L 48

dat e+ Y
d d d d
d_%___ +r. ny+ 73

in Verbindung mit den Definitionsgleichungen von u, o, w, p, ¢, » und den

Relationen, die zwischen a;, 315 715 @y B2y 725 035 B35 75 bestehen. Die
Bedingung, der ¢ an der Oberfliche des Korpers zu geniigen hat, ist hiernach :

%’% = (u+ry—gs)cos(N,x)+ (v+ps—rz)cos(N,y)+ (w + qr —py)cos(N,z).

Man erfillt daher alle fir ¢ aufgestellten Forderungen, indem man

3) ¢ =uwptoptwetpot qostros
setzt und die Functionen ¢,, ¢,, ..., @; so bestimmi, dass jede von ihnen

den fir ¢ angegebenen Bedingungen geniigt mit Ausnahme derjenigen, die
sich auf die Oberfliche des Korpers bezieht, und dass fiir diese Oberfliche:

dg, o
aN = cos(N, ), Fl\—f = 5¢08(N, y)—ycos (N, z),

(4.) %LA; =cos(N, y), %%— =axcos (N, 5)—scos(N, x),

99, 99, ’
6% = cos(N, z), 'é% =gy cos(N, x)—zcos(N, y)

ist. Diese Functionen ¢,, ¢, ... ¢; sind unabhéngig von u, v, w, p, g, r;
es kann daher ¢ einer linearen homogenen Function dieser Grossen gleich-
gesetzt werden. Ferner sind ¢,, ¢,, ... @; ausser von &, y, 5 ausschliess-
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lich von der Gestalt des Korpers abhéingig. Daraus folgt, dass die lebendige
Kraft der Flissigkeit eine homogene Funclion zweiten Grades von u, », w,

P> ¢, 7 ist, deren Coefficienten durch die Gestalt des Korpers und die Dichtig-
keit der Flissigkeit bestimmt sind.

§. 2

Nach den gemachten Auseinandersetzungen ist die in Gleichung (1.)
mil T bezeichnete lebendige Kraft des Korpers und der Flissigkeit eine
homogene Function zweiten Grades von u, », w, p, ¢, r mit constanten Co-
efficienten; nach der Annahme ist £2 eine Function der Coordinaten o, 3, y
und der Cosinus a,, 3, 71, @, 32,y Y2y @34 334 ¥;. Zwischen den 18 Variabeln,
von welchen hiernach 2+ T abhingt, bestehn 12 Bedingungsgleichungen, die
6 Definitionsgleichungen fir w, o, w, p, ¢, r némlich und die 6 Relationen
zwischen den 9 Cosinus ¢,, /3,,.... Nach den Regeln der Variationsrechnung
hat man, um die Gleichung (1.) zu entwickeln, zu 2+ T hinzuzufigen die
mit unbestinmten Factoren multiplicirten Ausdriicke, welche den Bedingungs-
gleichungen zufolge gleich Null sein sollen, und, wenn S die so erhaltene
Summe bedeutet, die Gleichung

0= cySdt

unter der Voraussetzung zu entwickeln, dass jene Variabeln und diese Factoren
unabhiingige Functionen von f sind. Die 18 Gleichungen, die man aus der

Gleichung
68 _ dy/ oS
ds — dtf .ds
(am)

erhilt, wenn man hier fir s der Reihe nach jene 18 Variabeln setzt, bilden
in Verbindung mit den 12 Bedingungsgleichungen die gesuchte Entwicklung.

Die folgende Zusammenstellung giebt die Bedingungsgleichungen an
und die entsprechenden Factoren, die eingefithrt werden sollen.

Jedingungsgleichungen. Factoren.
do d d
o G+ Bt = 0 d
d d d
t it B et =0 = 0 ¥
da d d
G HBrgr trgr—w = 0 W

Journal fir Mathematik Bd. LXXI. Heft 3, 3
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Bbdingungsgleichungen. Factoren,
@, dﬂs dy,
o, dt +ﬁz ‘l"?’z—'—‘ 0 ,P
d d

oy dtt +[))3 ﬂ| _|_73 7’» _ 0 Q
d ag, d .

o da; +[)’1 ﬂ ); —r =0 R
o + fBi + 7’1 -1=0 3
0’3 + ﬂg + 7; -1 =0 1'7122
o3 + B3 + ?’§ -1 =0 3 A3
o, 05+ 3235 + 7273 =0 Ay = A3y
oot B8 + 7.7 =0 Ay = ks
o ot 3, /32 + 7172 =0 hip =4y .

Daraus folgen diese 18 Gleichungen:

%z%(alU-{—agV-i—asW)a
%:dit(ﬂ‘lf-*-fﬂv—l'ﬂaw)s
_‘2_?:%(71U+72V+?3W),

6 +U T, +R du, Fhyo - Apo,t+Azes = %(%0),
/9 dﬂ: _ ¢
éﬁ_-}-U + Ay Bt Aaat Al = E{(ﬂz())a

d
8 +U -I—Rdr' FAuyitAnyt sy = m‘(?’sg)s

(?T+ V—%—-I—P-%—-}-lual‘}‘lnar}‘lzsa:i == 'g{(alR%
Bﬂ + | e dﬂ +P= dﬂ’ +3-u/91+3'22ﬁz+123ﬂ3 = ;7({313)’

+V z+ P"“ FhugsFhn ot bnys = ;?,—»(7:3)9



Kirchhoff, iber die Bewegung eines Rolationskirpers in einer Fliissigkeit. 249

o8 d d

—6?3"*_ W%—{—Q—dgf—i—lnal-{—lnag—l—l”% = -t%—(agP),
o8 d d .
a—ﬂ:*‘ WTﬂé‘+Q—£L+}-3|ﬂn+ by Byt A 35 = %(/RZP),
o8 d dy,

8—73-4- W—d—};—-l-o—dT'}‘lu?’n‘l‘ln?’r*‘lss"/s == %(721))-

Die Werthe von U, V, W, P, 0, R, welche die 6 ersten Gleichungen gehen,
substituire man in die @brigen; die 3 folgenden erhalten dann unmittelbar eine
zum weitern Gebrauche geeignete Form, wihrend aus den 9 letzten noch die
6 Grossen A eliminirt werden miissen. Jene 3 Gleichungen werden:

. d oT oT oT o0
gl g tag e o) = 5.

. d oT oT oT o)
(5%) g{(ﬂnmu}-ﬁrgv—-i-ﬁsg; = 98 °
d oT oT oT 0Q
T trngtrg) =

Die Grossen, die auf der rechten Seite der Gleichheitszeichen hier stehen, sind
die Summen der Componenten der auf den Korper wirkenden Krafte nach
den Axen der &, 7, C.
Multiplicirt man die Gleichungen (5°.)

mit o, oder mit &, oder mit o,

-B - =B - - B

A £ S £
und addirt sie jedesmal, so erhalt man bei Riicksicht auf die Gleichungen, die
zwischen diesen 9 Cosinus und den Grossen p, ¢, r bestehen:

(4 T T 9T | 3R , , 3R , 08
Tow 9w T T Thggtr gy

5 dor _ 9T 8T, 88 88 o8
) A\ o0 = "o Pow TuT Thagtr g

d oT _ aT _ aT oQ

T T P'g,‘,“‘q—au—-i—aa%f—%-ﬁs%%-i—?’ra—r-
Die erwihate Elimination der Griossen i aus den 9 Gleichungen, in denen
diese vork8mmen, kann man bewirken, indem man die Gleichungen
mit O oder mit —y, oder mit f
- 7no- - 0 - - —0a: S
- —p S oy = 0
31*
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mit 0 oder mit —y, oder mit /3

- Ya - - 0 - - —0
- =5 - = o, - - 0
= 0 = = =0 = = 3
= V3 = - 0 = - —03
- B - - a4 - - 0

multiplicirt und jedesmal addirt. Setzt man der Kirze wegen

08 08 o8 082 00 o082 o8 o
M= 7135 —Pa +7rog PG, trag g, Treg Pa

08 08 oL 0f 08 o8 0L oR

M, = a—¢97_7-$+a‘6—7,_7‘_¢9;+a2—5;:_—726_01,“}-“3(—97_3_736_%’
08 08 08 08 o8 o082 o8 o
M = /3W—“a_ﬂ‘+ﬁla_%—aggj’-l-ﬁza—%'—%m‘f'ﬁs%“%gz»

d. h. bezeichnet man durch My, M,, M, die Drehungsmomente der auf den
Korper wirkenden Krifte in Bezug auf die Axen der &, 7, §; nimmt man ferner
an, dass die Axen der z, y,  durch Drehung den Axen der &, 7, C parallel
gemacht werden konnen, so dass ’
a1=ﬁ273’—ﬂ3721 ﬂ1=72a3—7'30‘2, 7|=“2ﬂ3—“3ﬁ23
o =By — i3, By =ys o, —y 04, 72 =033, —a, 33,
a3=ﬂ172—ﬂ27|, ﬁs=71az—72“|s 73=°‘1ﬂ2““2ﬂl
ist, so erhélt man auf dem angegebenen Wege nach einigen Transformationen
und bei Riicksicht auf die Gleichungen (5°.):

a wl?"'?’tﬂ)%""(ﬂﬁ"?’zﬂ)%"‘(ﬂs?’_?’sﬂ)gg‘

dt aT or . or | = M
+al$ +0‘r§q— + o35
T ) oT
e e Bt ra—ay) S+ (ra—osy) e
(6.) = =M
dt or oT or B2
+ﬂ1‘(§;"' +/32‘ga‘ +ﬂ3‘a—r
orT or oT
g (‘xlﬂ"ﬁx")E‘—‘H“zﬂ—ﬁz“)‘gg‘i‘(asﬂ—ﬂs“)% —-'M "
dt aT 1 or { %
\ +}/l—37’— +72-é;1- +73W

Die Elimination der Grdssen A aus den 9 Gleichungen, in denen sie vor-
kommen, lisst sich ‘auch dadurch erreichen, dass man diese Gleichungen
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mit O oder mit —o; oder mit o,

- 0 - - =B - - A

- 0 & - —py - - 72

- o - 0 - - —q

- B~ - 0 - - B

- = = 0 - - =9

- -0, - - o - - 0

e _ﬂz = - ﬂl - - 0

- —p- - p- - O
multiplicirt und jedesmal addirt; dadurch erhalt man:
i d aT oT orT oT oT
T " %w P T le "o
d oT oT aT oT oT

L =P e T T P o

o o8 o082 o 0L ofR
0 5a, G, T Poog, —Piag Y 1a, 1y
aor _  or_ or. or  or
dGor — "0 "ol 915
o of2 682 o o o
|t e T hiag P ey, 1y,
s. 3.

Es soll jetzt die Annahme eingefiihrt werden, dass keine Krifte auf
den Korper wirken, das Potential £2 also gleich Null gesetzt werden kann. Die
Gleichungen (5°.) und (6°.) nehmen dann die folgende, einfache Gestalt an:

.4 ar T  aT

dat ou q’é;;‘_"“é?

aor _ , or 6T

oo " ou PEm

48T _ _or _ar

) datow P o Yo
C o |aer _ e or oT  or
atdp " ow 5o T4 5 dq °
aor _ er_ or, or  ar
atog  You Yo "o P>
d oT oT or oT orT

@~ e o P15
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Man findet 3 allgemeine Integrale dieser Gleichungen, indem man sie

mit % oder mitﬂ oder mit T
ou op

. . 9er _ _ or

- ° ov dq
e w - - 9T _ T
Ow or

oT

~p = = 0 - =
’ oT

R - 0 - - or
oT

-r- -0 - -=

multiplicirt und jedesmal addirt.

Erwigt man, dass

aT = q%—g-i—o %%—i—w%—%p%;-i—q%%—}-r %%
und |
ist, so ergiebt das erste Fakiorensystem:
e et Pt L1 P oT = L; (»Lh-m;t) -

: e U0 ) .
N die beiden andern ergeben:

et ' TNy, 70T\, (8T \*
© T+ =

oT oT oT oT oT oT
St T =N

-

wo L, M, N willkirliche Constanten bedeuten. ‘

6 andere Integralgleichungen des vorliegenden Problems erhilt man
aus den Gleichungen (5°) und (6°.). Setzt man in diesen der- eingefiihrten
Voraussetzung geméss

oR  aR o8
da’ 98° oy’
gleich Null, so folgt aus ihnen:

M, M, M
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oT or oT
gy T Ot g = A,

or or orT
9.) ﬂxm“’rﬂzgn‘ﬁ“ﬂa% = B,
oT oT oT
Now T Ty = 0

aT

oT oT
+a27q—+a3’g?‘ = A4+[3C—yB,

ala—p-
aT aT aT
(10.) ﬂx—a?'l"ﬂz—é?'*'ﬁs?);— = B+yA—aC,
aT oT aT
71%“‘72%“*‘73“67‘ = F+aB__ﬁA7
wo A, B, C, 4, B, I' willkiirliche Constanten bezeichnen.
Die beiden letzten der Gleichungen (8.) sind Folgen der Gleichungen
(9.) und (10.), und die Constanten M und N sind durch die Constanten
A, B, C, 4, B, I' ausdrickbar. - Quadrirt man némlich die Gleichungen- (9.)
und addirt sie, multiplicirt man dann die Gleichungen (9.) mit den Gleichungen
(10.) und addirt sie wieder, so erhalt man bei Riicksicht auf die Gleichungen (8.):

A+ B+ C =M,

(11.) -
AA44+BB4-CI' = N.

S 4

Bevor vereinfachende Voraussetzungen in Bezug auf die Gestalt des
Korpers und die Vertheilung der Masse in ihm eingefihrt werden, wmoge
eine particulire Losung der vorliegenden Differentialgleichungen angefihrt
werden, welche unter denselben Annahmen gilt, als die im vorigen Para-
graphen abgeleiteten Gleichungen.

Die Gleichungen (7.) erfiillt man, wenn man p=0, ¢=0, r=0 und
u, o, w gleich Constanten seizt, deren Verhilinisse man passend bestimmt,

némlich so, dass
. ol oT or
Uu0:w = -E‘—:-—a;-:—-a;‘;
ist. Erwigt man, dass, wenn p, ¢, r verschwinden, T eine homogene Function
zweiten Grades von u, v, w wird, und zwar eine, die stets positiv bleibt,
so sieht man, dass die Bestimmung der Verhélinisse u:v:w tbereinkommt
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mit der Bestimmung der Hauptaxen eines gewissen Ellipsoids. Es folgt daraus
mit Leichtigkeit, dass es fiir jeden Korper 3, und im Allgemeinen nur 3, auf
einander senkrechte Richtungen giebt, in denen er ohne sich zu drehen in
der Flissigkeit fortschreiten kann.

§. 5.

Die Zahl der Constanten, die in dem Ausdrucke von T vorkommen,
ist im Allgemeinen 21; es soll jetzt untersucht werden, wie diese Zahl sich
verringert, wenn der Korper gewisse Symmetrieen darbietet. Dabei soll zu-
erst der Theil von T ins Auge gefasst werden, den die lebendige Kraft der
Flissigkeit bildet. Das Doppelte dieser lebendigen Kraft setze man

= @, W+ 2a,,u0 + 2a uw+2a,,up + 2a,,uq + 2a,5ur
4+ @n0* + 2au0w+2a,,0p+ 2a25vq + 2u“,vr
+ apw’ +- s

Dieser Ausdruck ist dann, wenn die Dichtigkeit der Flissigkeit durch ¢

bezeichnet wird,
= o) fizdyds {(GE)+(5H) +(50)}

wo die Integration iber den Raum auszudehnen ist, den die Flissigkeit zur
Zeit ¢ erfiillt, und ¢ die in §.1 besprochene Funclion von z, y, s bedeutet.
Substituirt man hier fir ¢ den in Gleichung (3.) angegebenen Werth, so
findet man fir die Coefficienten a die folgenden Ausdricke:

ay = 0// da:dydzs (G(p,>+(a¢,) 3‘}’.
Gz == “//] apdyds aaq; aaﬁ + ad";' aéf,’ + a,;’; an;’}

oder auch, wenn dS ein Element der Oberfliche des Korpers und N die nach
dem Innern der Fliissigkeit gerichtete Normale desselben bedeutet:

i . 0
‘\an = "(’/dS(Px%,

12. 1}
ey ay, =-—9‘/dS(p1(;’g'”

Es werde nun angenommen, dass die Oberfliche des Korpers sym-
metrisch in Bezug auf die xz-Ebene ist, d. h. dass, wenn «, y, 5 die Coor-
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dinaten eines Punktes derselben sind, sie auch den Punkt z, —y, 5 enthalt.
Zwei Punkte, wie diese, sollen entsprechende Punkie genannt werden. In

zwei enisprechenden Punkten der Oberfliche haben dann, den Gleichungen

dg, Jg, OJp, . c . o0, O ,
(4.) zufolge, -5%, FFI\‘%’ —é(f—v— gleiche und a(g;, 5(%, %(1’\} entgegengesetzte

Werthe. Daraus folgt, dass in irgend zwei entsprechenden Punkten des von
der Flissigkeit erfillten Raumes, also auch in zwei entsprechenden Punkten
der Oberfliche des Korpers, ¢,, ¢s;, ¢; gleiche und ¢,, ¢,, ¢s, bei passender
Bestimmung der in ihnen vorkommenden additiven Constanten, entgegenge-
setzte Werthe haben, und daraus ergiebt sich weiter, bei Riicksicht auf die
Gleichungen (12.), dass diejenigen @ verschwinden, bei denen ein Index der
Reihe 1, 3, 5, der andere der Reihe 2, 4, 6 angehort.

Die doppelle lebendige Kraft des Korpers ist, wenn dm ein Element
seiner Masse bezeichnet, das die Coordinalen x, y, z besitzt, in Folge der
Bedeutung der Ausdricke (2.):

=/21m (u-t+ry —q3)*+ (v+pz —re)’+ (w+ gz —py)*!
oder o :
| = [dm |0+ 0+ 0+ g+ 5P+ (3H4) g (' ¢)
) +2x (wq—or)+ 2y (ur— wp) + 2z (vp—uq)
—Ryzqr—2zxrp —2xypql;
ist die Vertheilung der Masse symmetrisch zur zz-Ebene, so verschwinden
hier diejenigen Glieder, welche die Factoren
ur—wp, qr, pq
enthalten. Setzt man jenen Ausdruck allgemein
= by, u’+ b uo + 2bsuw +2bup+ -
4 by by 0w - eeeeiennnn
so verschwinden daher, sobald die Masse symmetrisch zur xz-Ebene ver-
theilt ist, diejenigen b, bei denen ein Index der Reihe 1, 3, 5, der andere
der Reihe 2, 4, 6 angehort.
Daraus folgt, dass, wenn man allgemein
2T = ¢, u'+2c,uv +2¢;uw+ 2¢,,up+ -
T 0 20w e

....... "QCQIII.I.I'III‘III"»_.‘
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setzt, diejenigen c¢ gleich Null sind, bei denen ein Index det Reihe 1, 3, 5,
der andere der Reihe 2, 4, 6 angehort, falls der Korper, sowohl in Bezug
auf seine Gestalt, als in Bezug auf die Vertheilung der Masse in ihm, symme-
trisch zur «z-Ebene ist. ‘

Findet eine solche Symmetrie in Bezug auf die yx-Ebene oder die
zy-Ebene statt, so treten an Stelle der Reihen 1, 3, 5 und 2, 4, 6 die
Reihen 2, 1, 6 und 3, 5, 4 oder die Reihen 3, 2, 4 und 1, 6, 5.

Ist der Korper symmelrisch in Bezug auf die drei Coordinatenebenen,
so enthélt hiernach der Ausdruck von 2T nur die Quadrate von w,v, w,p, ¢, 7.

Es soll nun angenommen werden, dass der Korper der Gestalt und
der Vertheilung der Masse nach ein Rotationskorper ist. dessen Axe mit der
x-Axe zusammenfillt. Es findet dann Symmetrie in Bezug auf die xy-Ebene
und in Bezug auf die xz—Ebene stalt, und daher ist

L 2T = cuti'+ env’+euw’t cup’ e g+ Cot”

o +2¢,50r+ 2¢5509.
Zwischen den hier vorkommenden Constanten bestehen aber noch einige Be-
ziehungen. Um diese zu finden, filhre man neben dem System der x, y,
noch ein zweites im Korper festes Coordinatensystem, das der ', y', z' ein;
in Bezug auf dieses sollen o', o', w', p', ¢, 7, cu, €, ... dieselbe Be-
deutung haben, wie u, o, w, p, q, 1, ¢,, €y, ... in Bezug auf jenes. Die
beiden Coordinatensysteme sollen denselben Anfangspunkt und dieselbe z-Axe
haben, so dass, wenn =, y,s und 2, y', 5', sich auf denselben Punkt beziehen:

4

T =z,
y = y'cosI+2z'sin3,
5 = —y' sin% +3'cosd
ist. Wegen der Bedeutung der Ausdriicke (2.) bestehen dann die Gleichungen:
utry—qs = u'+r'y'—¢'s,
o+ps—rx = (o'+p's'—r'c’) cos I+ (w'+g'c'—p'y')sing,
wtgr—py = —(o'+p's'—r'z’)sind + (w'+q'z'—p'y')cos 3,
aus welchen folgt: ‘
u=u, p=p,
o= o'cosd+w'sing, ¢g= ¢'cos@+r'sing,
w = —p'8in 94w’ cos 3, r=—¢q'sind+¢ cos .
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Eine Symmetrie, wie in Bezug auf die xy- und xz-Ebenen besteht
auch in Bezug auf die z'y’~ und 2'z'-Ebenen; es ist daher auch
2T = cyu'™+ env "+ chyw’+ chp ™+ e g+ cyr”
+ 2¢0'r'+ 2¢3,w'q. ,
Setzt man die beiden Ausdricke von 27T einander gleich und driickt die
Grossen w, o, w, p, q, r durch o, o', w', p', ¢, r' aus, so erhdlt man durch
Vergleichung der Coefficienten der entsprechenden Glieder:
€ =Cyy Cs5=Cupy Cx+Cs5=0 §
und Gleichungen, die aussagen, dass die Grossen ¢ den entsprechenden
Grossen ¢ gleich sind. Hiernach ist '
2T = c u'+cn(0'+w’) 4 cup’t css(¢'+ 1) + 2¢,6 (or —wyq).
Dieser Ausdruck ldsst noch eine Vereinfachung zu durch eine passende
Wahl des Anfangspunktes der Coordinaten auf der z-Axe. Um das zu zeigen,
fihre man, &hnlich wie oben, neben dem Coordinatensystem der z,-y, s ein
zweites, das der «', y', ' ein, das so gewahlt sein soll, dass fir jeden Punkt
z=a'ta, y=y, 3=123 )
ist. Bei einer dhnlichen Bezeichnung, wie sie oben gebraucht ist, hat man dann:
utry—gqgs = w+tr'y'—q's,
v+ps—re = o'+p's'-r'a,
w+qz-py =w'+q7—pYy,

also
%= "'5 p= P',
v =0'+ra, q9=9,
w=w'—qa, r=r
und

cu+ ey (02 -+ w’) -+ 044}72 + 55 (q’ + "1) +2¢y (or—wgq )
= " eu(e™Hw") + cup”+ o9 1)+ e (or'—w'g ),

woraus folgt:

C) = Ciy Cn= Cny Cu= Ciss )

Css. = Cis—2Cr68 +Cn @',

Co6 = Cp— Cn G |
Hieraus geht hervor, dass, wenn der Anfangspunkt der z' beliebig gewihlt
ist, @ so bestimmt werden kann, dass

Cx = 0, .
' 32*
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also
(13) 2T = cyu'+en (04 w) + cup™ci5(g°+17)
wird.

Es moge bemerkt werden, dass diese Gleichung, wie aus ihrer Her-
leitung ersichtlich ist, auch gilt, wenn der Korper kein Rotationskorper ist,
sobald er nur symmetrisch ist in Bezug auf zwei oder mehr Paare aufeinander
senkrechter Ebenen, die durch die «-Axe gehn; was z. B. bei einem homo-
genen, geraden Prisma oder einer solchen Pyramide von quadratischem oder
regelmissig sechseckigem Querschnitt bei passender Wahl der x- Axe statt-
findet. Auch fir solche Fille werden also die Folgerungen gelten, die an
die Gleichung (13.) geknipft werden sollen.

S s6 |
Den durch die Gleichung (13)) bestimmten Werth von T denke man
sich nun in die Gleichungen (7.) substituirt. Die vierte von.diesen wird dann:
%.—_—O d.h. p=const;

die andern werden:
du

Cugp = —Cn (or—wgq),
do
022‘%‘ = C uUr —Cuwp,
, ‘dw
(14.) Cngy = — ¢ uq+ cnop,
d
css_dtg = (ey—Cx)uw+(Cu—Cs5) pr,
dr

' Cogr — — (€1 C3) 0 — (34— Cs5) pq.

An Stelle der Variabeln o, w, ¢, r sollen hier neue s, o, ¢, w eingefiihrt
werden, so dass i

[ o=2scosg, g =o0cos(p+v),

(15.) ; S 008, 9= 0008

: [ w = gsing, r=-osin(p+vy),
also - »
o b’+w21=‘§1, *"‘q’-la-r’&:o‘,'
. og+wr ="sgcody,

or-j-wy = yosiny
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ist. Die erste der Gleichungen (14.) wird dann:

(1.6.) cll%‘ = — ngSO’Sin w,
© und, da
s'dp = —wdo+odw
ist, so folgt aus der zweiten und dritten:
d
(17.) C”'J(tz = —cu?cosz//—}-cnp.
Die drei Integralgleichungen (8.) werden:

Cu 't € 84 cup’tes0° = L,

(18.) cu e =M,
CuCuUp+cpcssacosy = N,
oder
s = Y~
(19 o = Vi=g,
socosy = h—Ahu,

wenn f, g, h, ', g', k' Constanten bedeuten, die in gewisser Weise vo#
L, M, N, p und den Grossen c abhingen. Hieraus folgt:

‘ sosiny = y(f—[f'v')(g—g'w’')—(h—hu)’;
die Gleichungen (16.) und (17.) geben daher:

v du
(20-) Cx2 dt = — Cu l/(f_ f’u’)(gf g'u’)—-(h —-II'“)’
und :
cgzd(l’ = ¢y, c, u(h—Hu)—c,,p(f—f'u")

F— ')V (F—fu®) (g—g'uD)— (h—H'u)’

Diese beiden Gleichungen erlaubent ¢ und ¢ durch elliptische Integrale
als Functionen von » darzustéllen und » und ¢ mit Halfe elliptischer Functionen
durch ¢ auszudriicken. Ist das geschehen, so kann man durch Benutzung
von (19.) und (15.) alle in (14) vorkommenden Unbekannten als Functionen
von ¢ darstellen. . -~ : LFar, ‘

| , | §¢ 7‘ At
Hat man bei einer hehebigen Gestalt des in der Flassigkeit bewegten
Korpers u, o, w, p, ¢, r durch die Glexcbungen (7.) als Functionen von ¢ be-



254 Kirchhoff, iber die Bewegung eines Rotationskorpers in einer Flissigkeit.

stimmt, so erfordert die Berechnung der eigentlichen Unbekannten des Problems,
némlich der Coordinaten «, 3, y und der Cosinus e,, 3\, 71, @, 2y 72,
o3, (33, 73 immer nur die Ausfihrung von Quadraturen.

Von den willkirlichen Constanten A, B, C, die in den Gleichungen
(9.) vorkommen, kann man zwei, etwa B und C, gleich Null setzen, ohne die
Allgemeinheit der betrachteten Bewegung zu beeintriachtigen; man verfigt

dadurch nur iber die Richtung der §-Axe. Betrachtet man ni#mlich %,
or ot
dv’ ow
so zeigen die Gleichungen (9.), dass die Componenten dieser Geschwindigkeit
nach den Axen der & 7, { den Constanten A, B, C gleich sind; giebt man
der £-Axe die Richtung dieser Geschwindigkeit, so wird B=0 und C=0.
Zugleich wird nach (11.):

als die Componenten einer Geschwindigkeit nach den Axen der z, ¢, 3,

A = M.
Multiplicirt man nach dieser Festsetzung die Gleichungen (9.)
mit o; oder mit &, oder mit o,

B 32 B3

7N 72 73
und addirt sie jedesmal, so erhélt man:

10T 10T 10T

Otl =_A.—-é;, a2=—2-3'—,’ a3 =—ji—%.

Um fir die ibrigen Cosinus Ausdricke zu finden, setze man:

o, = cosf,

o, = —sindsind,

a; = cosPsind,

By = sin¥sind,

B = cosdcas ¥+4-sindhsin¥eosd,
B = siadcas¥— cos Dain Feasd,
71 = —cos ¥sinb, :
¥: = cosdsin ¥-sin P cos ¥ eosd,

ys = sindsin ¥+ cos P cos Fcosd.

Die Winkel 6 und < sind dann aus den Werthen von «,, o,, @; zu be-
stimmen, und es bleibt nur ¥ zu ermitieln. Man hat aber

¥ u'ptg’«?-,-x_‘-_l- ' Y ‘\

R
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und, nach den Definitionsgleichungen von p, ¢, r

ds, dy,
ﬂ =fsq—par, %=73q—7zr;

mit Hilfe hiervon findet man:

avr @, q+tea,r
ar T e
oder 8
T
o1y 9% _ ST’ aw
U
oo ow

Zur Bestimmung der Coordinaten 3 und y fihren die Gleichungen (10.).
Die beiden letzten von diesen geben, wenn man die in ibnen vorkommenden
Constanten B.und I' gleich Null setzt, was darauf hinauskommt, dass man
iber die Lage der §-Axe verfiigt-

7 = (ﬂlap +ﬂzaq +ﬂa ar

f=- A(‘8p+ 2<'9q+73?)
Die erste der Gleichungen (10.) fihrt auf die letzte der Gleichungen (8.)
zuriick. Die Ordinate « endlich ergiebt sich aus der Gleichung

d
T;ti = Oy U+ 00+ oyw

oder

de oT
(22') a s A 8u+ 490+ Bw)

"In dem im vorigen Paragraphen behandelten Falle, dass der Korper ein
Rotationskorper ist, kann man setzen:

cosf = -i—cnu,. sing = —%c,,:,
T
D = 5+¢;
die Gleichung (21.) wird:
a¥ _ A h—Nu
r ¢ [—f'u"’

die Gleichung (22.):
. de 1 | " a2
| 5 = 7(caf+(eu—caf))
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oder, da nach (18.) und (19.):

f=~:}—,a flz‘—‘

d A *

7‘: = O (1 — ¢y (en—©Cx) %)

Fihrt man nun fir d¢ den aus (20.) sich ergebenden Werth ein, so erhilt
man auch # und o als elliptische Integrale durch » ausgedriickt.

(23.)

§. 8.

Lasst man die Constanten & und %', die durch die Gleichungen (19.) ein-
gefiihrt sind, oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Constanten p und N ver-
schwinden, so. gelangt man zu dem, im Eingange angefiihrten, von den Herren -
Thomson und Tait behandelten Falle. Es wird dann ¢ einer willkiirlichen Con-
stanten gleich; setzt man diese gleich Null, d. h. verfigt man bei gegebener An-
fangshewegung in gewisser Weise iiber die Richtung der y-Axe, so wird

‘ w = O, q = O, d) = -9—;— .
Ferner wird auch ¥ gleich einer willkiirlichen Constanten; macht man diese
gleich %, ‘indem man die Richtung der 7-Axe passend wahlt, so hat man:

o, = cosé, (3, = siné, 91 =0,
o, = —sin 6, 3, = cosé, v, =0,
o3 =0, B3;=0, =1,

1 .
: cos0=:2-cllu, sm0—~—Xc,,v

Endlich findet man
| 1
, y=0, =gt
wihrend o aus Gleichung: (23.) zu berechnen ist.

Es hat keine Schwierigkeit fiir diesen Fall die in den beiden vorigen
Paragraphen abgeleiteten Gleichungen . weiter zu discutiren und durch sie die
Unhekannten des Problems als elliptische Functionen ‘der Zeit auszudriicken.
Einfacher aber gelangt man zu demselben Ziele:durch Betrachtungen, die sich
an die Differentialgleichungen- kniipfen, die in diesem Falle gelten »

Setzt man in den Gleichungen (14.) o

0=0; p=0, | g=0,



Kirchhoff, iiber die Bewegung eines Rotationskirpers in einer Fliissigkeit. 257

so werden sie:

du
cua‘i' = —Cyor,
dv
ngm == Cuur,
dr
Cos g = —(e1— ) up.

Vergleicht man dieselben mit den identischen Gleichungen:
dsinamAt

p Acosam At 4 amit,
o A :

_d_“_o_“d_’;_"i = —Asinamif 4 am A¢,

_dd_zgﬂt_ = —Ax*sinamifcosam if,

in denen x den Modul der elliptischen Functionen bedeutet, so sieht man, dass
bei passender Wahl des Anfangspunktes der Zeit die Grossen u, v, r die Werthe

Isinamif, mcosamif, mndamit

annehmen miissen, wenn die Constanten passend bestimmt werden. Diese
Werthe konnen unter jene Grossen so vertheilt werden, dass alle Constanten
reell sind und = ein echter Bruch ist. Um das zu bewirken, gehe man von
den Gleichungen
cnt+eno’t et = L,
¢ '+ ¢, 0" =M
aus, in welche sich durch die jeizt eingefiihriten Annahmen die Gleichungen
(18.) verwandeln, und welche Integrale der jetzt vorliegenden Differential-
gleichungen sind. Bedenkt man, dass, wenn die genannte Absicht erreicht ist,
cos’am und 4*am abnebmen, wenn sinam wichst, so folgt aus der zweiten
von diesen Gleichungen, dass eine von den beiden Grossen # und o durch
sinam ausgedriickt werden muss, weil ihr zufolge #* und ¢’ in entgegengesetztem
Sinne sich gleichzeitig éndern. Aus den beiden Gleichungen ergiebt sich
S i (Cn—eu) U’ + ey e = Const.
(24.)  ’7und
en(C,—Cn)0*+¢y c5r° = Const.
Da nun ¢, ¢y, cs5 positive Grossen sind, so folgt aus derselben Eigenschaft
der in Rede stehenden elliptischen Functionen, dass « durch sinam ausgedriickt
werden muss, wenn ¢,, > ¢,;, und ¢, wenn ¢,, = ¢, ist. Jeder dieser beiden
Fille theilt sich wieder in zwei. o
Journal fir Mathematik Bd. LXXL Heft 3. 33
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Ist » durch sinam ausgedriickt, also ¢,, > c,,, so kann o durch cosam
und r durch 4am auszudriicken sein oder umgekehrt. Maassgebend ist dabei,
dass cos’am fir gewisse Werlhe des reellen Arguments verschwindet, 4°am
aber nicht. Bezeichnen o, und r, die Werthe, die © und r zu einer beliebig
gewihlten Zeit besitzen, so ist nach (24.)

—Cn(Cn—Cu)0'+cy et = —en(Cn—Cu) 0+ Cutsti.
Es kann hiernach »* verschwinden und 7* kann nicht verschwinden, sobald
der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung pasitiv ist; das Um-
gekehrte findet statt, sobald dieser Ausdruck negativ ist; im ersten Falle ist o,
im zweiten r durch cosam auszudricken.

Eine éhnliche Betrachtung ist auf den Fall, dass ¢,, > ¢,, ist, anwendbar.

Es sollen fir die vier Fille, die hiernach zu unterscheiden sind, die
Formeln angegeben werden, welche die Unbekannten des Problems in reeller
Form als Functionen der Zeit darstellen. Dabei sollen durch w,, v, r, die
Werthe von u, o, w fir =0 bezeichnet werden. Eine von den Grossen
#,, o, ist dann Null, die andere und r, sind den Grossen m, n gleich, da, wenn
das Argument verschwindet, sinam = 0 und cosam = Jam =1 ist.

Fall 1.
Wenn ¢ > ¢, und 0110557'3>sz(022'—cu)°}9 so ist
. C,o U, T,
u = Isinam i¢, cnl =-——"A#,
_ . _ c,lr,
= OUCOS ﬂml.t, 02200 | S _T_""
C,,—C,, ) 0o
r=r,damit, CisTy = —("—&i,‘)—" 5
72 - .Cye (cu'_cn)v:
= )
cllcﬁﬁro
A = ry,
C.
‘ = —_ﬂ'ol)§
c‘l
A = cnoy,
n
6 = — 5 —ami,

B = —ele gamit,
12 70 L2

g = :_:{(14, :::;g)u— 't ()],

\ 13
el!”i
1 4
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wo
E(u) =‘/m,4’amudu
0

und o =0 fir £==0 angenommen ist.

Fall 2.
7 . 2 2 sot.
Wenn ¢,, >¢,, und €22 (C22— €11) 0] > €4 €567y, SO isl:
. C,, 0, T
u = [sinam A{, ¢l =—%,
c,lr,
v:‘v()damlt, C»n®)= — FPLR
. ‘ c,,—¢,, )lv
r =r,cosamit, 0551'.,:——————( 2 AH_L L,
x'Z - cucssi:
cn(cn_cn)v: ? i
r
A = =X
% 9
C,
| = ——xioo’
c||
A = cpoy,
cosf = —zxsinam ¢, - sinf = —Jamit,
Cq T,
3 = ——=2"cosami{,
2270

o = Yot (e — 2= E ).

cu(cn 1
Fall 3.
Wenn ¢,, > ¢, und cypcir = ¢y (Cn—Cxn)u;, S0 ist
' - l
% = u,cosamit, c,luo=°—"—l:°—,
o = Isinami{, el = 1% e
— { »
r-_—-"rudamlt’ v c“ru=-(c'—l—c+.)i"
Cap G55 T "
l == 7'9, g o i ! 2]
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- [N}
I = Co Uy
A = ¢yuy,
0 = —amit,
B = —2s" gamit,

cll "o

p {(1+ = .,)“ "E(}.t):

Fall 4.
Wenn ¢, > ¢, und e¢,,(¢,,— ) u; => €517, 80 ist
C,, lr
u = uydamil, C Uy = :;.x’o ’
. C, . u.r
v = lsinam if, el = 0
) TN |
r = rycosamaf, CssTy = £Ll—“) 5
0 C,, C r
® = 22 V55
cn(cn u)“’ ’
5
=1,
I = zcu"o
c!l ’
4 = Cpathy,
cos@ = damit, sind = —xsinam A¢,
C.. I
8= —-—2"2cosamit,
cn“o

cl 1 cu

¢ = l/:_(c“—_cT fhe— ic:‘cAE(lt)} :

1

§. 9.

Noch ein zweiter specleller Fall des hier behandelten Problems moge
erwihnt werden.

Die Differentialgleichungen, die aus (14.) durch die Substitution (15.)
entstehen, und die oben nur theilweise angegeben sind, sind vollstindig diese:
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du

Cu g = —c,p808iny,

cn—‘% = cyuosiny,

cw% = — (e, —Cy)ussiny,
cn% = —c,,u% coOSyY—+cpp,

oy g ]
€2 Cs5 o = %Cosy (cu css’; — € (Cy—Cp) _0—)— CnCyup.

Eine particulire Losung derselben erhalt man, wenn man v gleich Null, ferner
u, s, o gleich Constanten, die der Gleichung

g s
u\cy cssT—‘cn (ern—e2) T;) = CpnCyup

geniigen, und
¢ = (p_c,,ua)t

[
setzt. Man hat dann weiter:
A = Vvt chd,
C

cosf = ‘;‘u , sinf = — 02" 5
111
P = '2‘+‘P3
¥ — Ao :,
Cpe 8

|
& = - (enw’+ 02232) & -
1
B = T (11550 — €2 Cas 8p) 08 ¥,
| ' s
r=4 (€11 €55 U0 — €y €4y 8p) sin P,

Aus diesen Ausdricken von e, 3, ¥ folgt, dass der Anfangspunkt der x, y,
mit gleichbleibender Geschwindigkeit eine Schraubenlinie durchliuft, deren
Axe die §-Axe ist. Nennt man R den Radius der Cylinderfliche, auf der
die Schraubenlinie liegt, so ist:

R = i%(cll Css ua‘—%c“sp)
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oder wegen der Relation, die zwischen u, s, p, o bestehen soll:

1 us’
R = i?cn(cu—csz) o

Die Geschwindighkeitscomponente des genannten Punktes senkrecht zur §- Axe
ist daher

1
_'*_"Z (en—exn)us. ‘

Bezeichnet man durch u die Tangente des Winkels, den die Richlung eines
Elementes der Schraubenlinie mit der Richtung der §-Axe bildet, so ist hiernach
Loy — 6y )88

c, u+tc,s

Soll u einen gegebenen Werth haben, so ist das Verhaltniss u:s aus dieser
Gleichung zu bestimmen; dieselbe hat zwei reelle Wurzeln, sobald

tu =

[Lb2 < (C”—Cu)’ .

dc,, Cyy

Ist weiter der Radius R gegeben, so dient die fir diesen aufgestellte
Gleichung zur Bestimmung von o:s. Die zwischen u, s, p, 0 angenommene
Relation lehrt dann p:u kennen, so dass die Verhalinisse der genannten vier
Grossen bestimmt sind. Diese konnen selbst berechnet werden, sobald noch
die Geschwindigkeit, mit der die Schraubenlinie durchlaufen wird, gegeben
ist. Man sieht, dass die Realitat ihrer Werthe allein durch die Ungleichheit
bedingt ist, die erfillt sein muss, damit das Verhiltniss s:u reell ist.

Die in diesem Paragraphen angegebenen Resultate sind aus den Dif-
ferentialgleichungen (14.) hergeleitet; sie lassen sich auch herleiten aus den
Integralgleichungen, die im §. 6 entwickelt sind. Zu diesem Zwecke hat man
die Relationen zwischen den Constanten der Integration aufzustellen, die er-
fallt sein miissen, damit die Gleichung fiir », die man erhilt, wenn man den
~ Ausdruck unter dem Wurzelzeichen in Gleichung (20.) gleich Null setzt, zwei
gleiche Wurzeln hat, die dem Anfangswerthe von u gleich sir}d.

Heidelberg, im November 1869.
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