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Uber eine trigonometrische Summe.

Von

Edmund Landau.

Vorgelegt in der Sitzung am 6. Juli 1928.

Satz: Es sei m>1, a, reell, 0 <O0=e,— 0, S oy—a, = -

i m
Stp— e =1-0, 1, = ™", § = | 3 4, Dann ist
n=1
1) S = cotg T

2) fir ® = § und fir jeden positiven Bruch ® < } mit unge-
radem Zdhler und ungeradem Nenmer bei passendem Beispiel

n®
£l
3) fiir jedes andere ® mit 0 < @ << } stets

S = cotg

S < cotg 32@;

4) fiir jedes ® mit 0 < ® =} und jedes & >0 bei passendem
Beispiel

S>cotg£29—s.

Yorbemerkungen: 1) Die Existenz einer nur von @ abhiingigen
oberen Schranke fiir S hat zuerst Herr van per Corpur bewiesen.
AL
—— die

2) Nach dem eben ausgesprochenen Satz ist cotg 5

,wahre Schranke.
8) Herr Kusmiv hat die &ltere Schranke

A
(1) S<E’

wo die Konstante A = 4 und etwas weniger war, zu % verschirft

und hat zuerst auf elementarem Wege eine Schranke -g— ge-

funden.
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4) Herr Kusmix hat nicht bemerkt, daf A = % brauchbar ist;
in der Tat ist

cotg % % :

(Seme Endformel lautet S <

5) Daf kein A < —i« brauchbar ist, hat Herr Kusmin bemerkt.

6) Fiir die Anwendung auf Gavsssche Summen (ich benut?e
die Bezeichnungen meiner vorangehenden Abhandlung) ist mein

’% zu gut, Herrn Kuswins 1 bequem, aber jedes A ausreichend.

Die Zahl ¢ sei dauernd =0 und durch 4 teilbar. Vor allem be-
merke ich, daB es geniigt, x > — \/g fiir groBe ¢ zu zeigen. Nicht
etwa, weil man endlich viele ¢ durchrechnen kann; sondern aus
folgendem Grunde. Ist fiir ¢ > o

= (1+i) Vg

schon bewiesen, so wiihle man eine Primzahl p > ©. Alsdann ist
fiir ¢ =< nach klassischen Formeln, z. B. auf S.167 des Bd. 1
meiner Vorlesungen iiber Zahlentheorie, (man beachte p =2, 4/p’q,

(»*,9) = 1, p'q>w)
A+dpVg = S, = 91, 0'9) = 9(g, ») p(p%9) = p&,.

Es sei 7 > 0 beliebig. Fiir ¢ = 167* ist 7Vg = E — 7 \/g, mit
27 1 .
® = — ferner 0 < ® =< . Ich zerlege jetzt so:
Vo 2
2
xr =4 3 in 277 1 9 b sin 227
0=n<rvVg cisn=Z-cvVq

Hierin ist nach (1) (falls die zweite, Summe mindestens zwei
Glieder hat) bzw. trivialerweise (falls sie nur ein Glied hat; man
beachte 1 < 2A)
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Daher ist (¢ lduft durch Multipla von 4)

23
lim % =4 ( sin2nytd
im — = sin 2P dy — — .
g=o | j(; v
T — oo gibt

A=0

geniigt, und hierfiir reicht z. B. r = A, da bekanntlich fiir jedes
ist.

A
f sin 2z y*dy >0
0
rechne man am Schlufi

Beweis: 1) In der Fufinote meiner vorangehenden Arbeit
__ 1+4cosp, , 1—cosp,

2sin f, 2gin B, = : ;g;gg = cotg “2@_
2) Fiir @ = § ist das Beispiel
1i+e”£+e2”£l = 1.
Fir 0 <@ = ggii <%
Beispiel
hil 2k

k=0

tned

k=0
2m1h 6 21 (h+1)0
_ l ) +1—e

1 62::1(-)

(9=0 ganz, h=1 ganz) ist das
0 2aih @ é\ e?mk(l—(—)) hi

=0

1 h
2aLk0O 27050 |
e e ;

k=0
_ 11_167_'?_""’+1+e
T g |
__ 14cosn®
T ginz®

:u(-ﬂs
"ezm'é"—”‘

3) Ist 0<®< § und

_ l_tcosau@

smx® °’

so muB nach der Entstehung der Abschitzung mit = sein: Er-
ﬂa_ﬂu <5 3¢ Doy By Null.

stens §, = 7@, zweitens m =38, drittens nicht jede der Zahlen

Es sei zuerst B,,,— fr, =0 (2> 0).
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ie At
Dann ist 8, = -+ = B,,, = #@; und da nun l,m—ﬁ.— und
—%AM, (cotg B, — cotg B,,,) auf demselben Halbstrahl von 0 nach
oo liegen miissen, ist

— w07 2hniB
e = —, = — A€ 3
e(2h+1)n91, — _1,

(2h+1)® ganz und ungerade.

4) Es sei O<@<—1—, §>0. Man wihle @, als Bruch mit

2
ungeradem Zihler und ungeradem Nenmner so, daf @<@o<%,
cotg “g ¢ >cotg12@—a ist. Das obige zu @, gehorige Bei-

spiel mit S = cotg ”g - geniigt den Bedingungen m > 1, «, reell,

O=e,—, = =ea,—0e,, =1-06, S>cotg12q—s.
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