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H. Mecuin. Gamma- und hypergeometrische Funktionen. 305

AbriB einer einheitlichen Theorie der Gamma- und der
hypergeometrischen Funktionen.

Von

H;. MeLLx in Helsingfors.

Obwohl es nicht unbekannt sein kann, daB zwischen der Gamma-
funktion und den hypergeometrischen Funktionen ein inniger Zusammen-
hang*) existiert, so wird demselben doch in den bisher erschienenen
Handbiichern, Monographien und Enzyklopddien, welche die Theorie der
Gammafunktion oder Teile derselben behandeln, meines Wissens keine Be-
achtung geschenkt. Sogar in den neuesten Arbeiten dieser Art ist von
den hypergeometrischen Funktionen tatsichlich keine Rede. In der vor-
liegenden Arbeit suche ich eine hiervon wesentlich verschiedene und all-
gemeinere Auffassung geltend zu machen, indem ich ndmlich gerade die
Integration von allen hypergeometrischen Differentialgleichungen mit Hilfe
der Gammafunktion als die eigentliche Hauptaufgabe einer modernen Theorie
dieser Funktion betrachten muf. Nachdem ich die allgemeine Definition
der Gammafunktionen festgesetzt habe, finde ich in der Cauchyschen
Integraltheorie ein Mittel, die Theorie dieser Funktionen mit der Theorie
der hypergeometrischen Funktionen zu einem systematischen Ganzen zu
verschmelzen. Es zeigt sich dabei, daB die herkémmliche Theorie der
Gammafunktion und der Eulerschen Integrale, wie sie in Handbiichern,
Monographien und Enzyklopddien dargestellt wird, nur ein Bruchstiick
dieser allgemeineren Theorie ist, welche an Einheitlichkeit nichts zu
wiinschen tibrig 148t

*) Derselbe wurde zuerst vom' Verfasser und von Herrn Pincherle vollstindig
entwickelt. Unsere diesbeziiglichen Arbeiten werden an entsprechenden Stellen dieser
Arbeit angefiihrt. : :

Mathematische Annalen. LXVIII 20



306 H. Mzrun.

§ 1.
Einfiithrung der Gammafunktion.
In der Formel
(1) sinme= zzﬁ (1 - Z:) = nz’ﬁ' (1 + —:—) e g ﬁ (1— %) e%
n=1 n=1 n=1

besitzen wir einen den Elementen der Funktionentheorie angehérigen
Ausgangspunkt, von welchem wir in ungezwungener Weise schnell zur
Gammafunktion gelangen konnen. Durch die Funktion

@) F(2) =ﬁ(1 +2)e g

kann hiernach sin ## so ausgedriickt werden:
(3) sin w2 = nwz F(2) F(—2).

Da die linke Seite bei der Substitution (2, #+- 1) nur ihr Zeichen wechselt,
so entsteht die Frage, wie sich F(2) hierbei verhidlt. Man findet:

1 1 1
Fiz+1) e4n41 -~ z+2 2438 -5 z4n+1 Pl
F(z) _H sfn © _1 zF1 1;{—26 ? 240

5
I
|

n=1

1 1

241\ ~1-o~ - 4logn

-|-1hm( + + )e 2 n .
n=e

Hiernach existiert

lim <1+%+...+%—10g n)

n=o

Bezeichnen wir diese Grenze, d. h. die Eulersche Konstante, durch C,
g0 haben wir die’ Formel

@ Fle+1) = S5 (o),

welche die obige Frage beantwortet. Diese Funktionalgleichung nimmt
eine einfachere Form an, wenn wir statt F(z) die Gammafunktion durch
die Definition

5 Me —
) (#) = ,,F(,) 1] o
einfilhren. Aus (4) und (5) folgt dann

(6) Mez+1) =2l (2),
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wahrend (3) die Form erhilt:

k17
(7) r(z) r(l —'—.3) = sin 7‘%
Nach der Definition von C ist
1 1
=0 =lim (14) ™" 73T

N0

—m (1) () (113) T

[T+

n=1
1
Hieraus geht hervor, erstens daB C positiv ist, denn es ist (1+ %)e » L1,

und zweitens wegen (5), daf die Gammafunktion auch so dargestellt
werden kann:

© 1_}_.1.:
®) r@=ﬂ7L%2-

B

n=1l 1 + n
Hieraus folgt weiter (1) =1 und
. 1-2..-m ,
®) Fe) =lim ey ™
Verbindet man diese Formel mit der aus (6) folgenden
__ Tetnd4n 1.2...n S, Te4+n+1)
(@) = o3 aFn — 765D GEn” L
so ergibt sich
(10) lim FEE2+D _ 4 .
= '

Umgekehrt folgt offenbar die Formel (9) aus (6) und (10), so daB I(2)
durch diese beiden Eigenschaften (6) und (10) vollstindig bestimmt ist.

Diese Einleitung in die Theorie der Gammafunktion habe ich auch
in einer friiheren Arbeit vorgeschlagen.¥)

§ 2.
Das Verhalten von [ (s+4¢) fiir |¢| = oo.

Fiir die Anwendungen der Gammafunktion auf dem Gebiete der be-
stimmten Integrale ist der folgende Satz von fundamentaler Wichtigkeit.

* Om Gammsfunktionen, Ofvers. af. Sv. Vetenskapsakademiens Forh. 1883,
No. 5.

20*
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Beschrinkt man die Verdnderliche z = s + it auf einen beliebigen, zur
tmagindren Achse parallelen Streifen « < s< B von endlicher Breite und setzt

7
3 14

(1) Foit) = & 5T |2 4 6],

so ndhert sich & mit wachsendem |t| gleichméfig der Grenze Null.
Wegen (6) und (7) ist

- A 1
(12) [FGO) =VFEOT D= st = e T |VE + o .

—e€
Die Formel (11) gilt also fiir M(s¢). Es handelt sich nun darum, das

Verhalten des Quotienten [(s+4t):[(3t) zu ermitteln. Mit Benutzung
von (8) und durch Multiplikation mit

1\
1 = (it) (1 + ;1?)’ H £1 + ?f:itﬁ_)

n=1 <1+~n—)‘

folgt: ‘
rotin_ 1 7 (+3)

D) 1+%g +it_:*_;;

s \g = <1+it—;—n)'

= (%) g 1+it_f_n-

Hieraus ergibt sich

o Gt = 2 [+ 10 1+ 7is) = ow (4 5 |

n=0

=§(it—}l-n)’s’p (it—ll-n)’

wo P(x) eine nach positiven ganzzahligen Potenzen von z fortschreitende
Reihe bezeichnet, welche konvergiert, sobald (z] <1 und |sz|<< 1, und
deren Koeffizienten von ¢ unabhingige einfache Ausdriicke in s sind.
Unterwirft man s der Beschrinkung — R<s< + R, unter' R eine be-
liebige positive Zahl verstanden, so bleibt

1
s’B (it 4 n) )
ftir 2 =0,1, 2, .-. und fir alle #{, welche die Bedingung |¢{{ > R+ 1
erfilllen, dem absoluten Betrage nach unterhalb einer endlichen, von #
und ¢ unabhingigen Grenze M. Aus der obigen Formel folgt daher
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M(s - et):
llog GOTGD | 2]”—{-”[’ 2 T

oM
< (li'+”)’ Z(It[-i-n—l)(lt;-{-n) =1

n=

Setzt man also iy
s+t

(13) |Gerrag| —1 ¢

so ist gleichmiBig lim & = O fiir |¢| = oo, wenn s zwischen beliebigen

endlichen Schranken bleibt. Aus (12) und (13) folgt schlieBlich die

Formel (11), die man offenbar auch so schreiben kann:

(14) ,u@}=e‘%“¢;-?kn&;+ey

Obwohl diese Formel gewissermaflen in der zuerst von Stieltjes im
Jahre 1889 auf komplexe Werte ausgedehnten Stirlingschen Formel ent-
halten ist*), verdient sie doch als besonderer Satz in der obigen, fiir
die Anwendungen wichtigen Form hervorgehoben und entwickelt zu werden,
zumal die Herleitung derselben unter einfacheren Voraussetzungen durch-
gefihrt werden kann als die der Stirlingschen Formel. Anniherungs-
weise war Herr Pincherle schon im Jahre 1888 zu dem obigen Satze
gelangt**), withrend derselbe von mir in einer Arbeit**¥) yom Jahre 1890
vollstindig nachgewiesen wurde. Der obige Beweis ist eine Vereinfachung
des fritheren. Zu gleicher Zeit hat Herr Jensen eine Formel hergeleitet,
welche die obige als speziellen Fall enthiltt).

§ 3.
Definition der Gammafunktionen.
Die Funktionalgleichung der Gammafunktion ist ein spezieller Fall von

(15) F(a+1) =+ R(e) Flo),

*) Sur le développement de log I'(a). Journal de Math. (4) Bd. 5; 1889.

*) Sulle funzioni 1pergeometnche generalizzate. Accad. dei Lincei. Rend. (4).
Bd. 4; 1888. Ersetzt man in (14) s———— durch m +e, wo m die groBte in s ent-

baltene ganze Zahl und — 3 < s < , 80 hat man das Resultat von Pincherle.

*%) Zur Theorie der lmearen Dlﬁ'erenzenglewbungen erster Ordnung. Acta Math.
Bd. 16. Die Arbeit von Stieltjes war mir damals unbekannt.
1) Gammafunktionens Theorie, Nyt Tidskrift for Math. Bd. 2C.
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wo R(#) die rationale Funkfion
—_ (Z—'—Ql) t (Z—Qm)
(16) R(z) CESTS PRy s
bezeichnet. Als die Grundform, aus welcher galle ﬁbrigen L65ungen von

(15) durch Multiplika,tlon mlt periodischen Funktionen erha]_ten Werden
kénnen, betrachten wir den Ausdruck

(A7) G@ =T(e—e) T(e—0 )Tl +06,—2) ... T(1+6,~2),
welcher die Gleichung

(18) G(z+1) = (=1 R(2) G(2)
befriedigt und mit der ebenfalls bemerkenswerten Lisung
(19) H(s) = L0 T—e,)

Fe—eo) --T(z—0,)
durch die aus (7) sich ergebende Formel
(20) n"H(s) = G(2) sin w(z—0,) - - - sin w(¢—0,)
verbunden ist.

Die allgemeinste Losung von (15) kann offenbar in der Form P(z) G(2)
dargestellt werden, falls P eine willkiirliche Funktion mit der Eigenschaft
P(z+1) = + P(2) bezeichnet. In der Theorie der Gammafunktion hat
es indes keinen Zweck, P(2) als eine v&llig unbestimmte periodische
Funktion aufzufassen. Die Einheitlichkeit dieser Theorie erfordert viel-
mehr, dafl man nur diejenigen Losungen von (15) beachtet, welche erhalten
werden, indem man den Faktor P(z) folgemdermaBen beschrinkt:

I. P(2) ist eine eindeutige analytische Funktion mit der Eigen-
schaft P(z+1) = + P(2).

II. In einem gewissen Parallelstreifen « < R(s) <« + 1 besitat
P(2) hiochstens eine endliche Anzahl singulirer Stellen, die alle
Pole fiir P(2) sind.

IIl. Wird die positive Konstante C' hinreichend groB angenommen,
so nihert sich P(s+it)e- ¢/t mit wachsendem |#| gleichmiBig
der Null.

Die allgemeinste Funktion P(2) mit diesen Eigenschaften ergibt sich
durch die folgenden Schliisse. Diesimtlichen, in dem Streifen e <R (¢) <41
gelegenen Pole von P(¢) seien in der Reihe a,, ay, - -+, a, so oft enthalten,
wie ihre resp. Ordnungszahlen angeben. Alsdann ist

P,(2) = P() sin n(¢s—a,) - - - sin w(¢—a,)
eine ganze Funktion mit der Eigenschaft P, (¢+1) = + P,(s). Wegen III
kann 4 so grob angenommen werden, daB der Ausdruck

sin7(s—a;) - - S0 WE— a)
ginw(z—e) - - sinw(z —c,)

Py (2) = P(2)
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die Eigenschaft lim P,(s+it) =0 fiir |¢| = oo besitzt. Der Einfachheit
halber wihlen wir die GriBen ¢ so, daB die Differenz irgend zweier der-
selben keine ganze Zahl ist. Die Konstanten (), C;, - - -, C; kénnen dann
so bestimmt werden, daB sich der Ausdruck

C C
Py(2) = Py(2) - [s'iﬁ_;(zl—cl) oot am x(;—cl)]

an den Stellen 2z = ¢, ¢y, - - -, ¢; regulidr verhdlt. Wird zugleich 1 so ge-
wiblt, daB P,(¢+1) = — Py(2), so ist auch Pg(¢+1) = — Py(2) und
somit Pg(2) eine ganze Funktion. Da iiberdies lim Py(s+4¢¢) =0 fiir
|t| = 00, so muB Pg(z) gleich einer Konstanten und zwar gleich der
Null sein.

Hiernach ergibt sich fiir P(z) der Ausdruck

¢ _ Snmz—e). - sinz(z—c) G, .. %

@) P = gume—a). snwp—ay bawe—ey T T @ n(zl—cl)]'
und wmgekehrt besitzt auch jeder Ausdruck dieser Form offenbar die frag-
lichen Eigenschaften 1, 11, IIL

Die folgende Definition diirfte hiernach nicht unbegriindet erscheinen:
Unter eimer Gammafunktion verstehen wir jede in der Form P(¢) G(2) dar-
stellbare Funktion, wo G und P die allgemeinen Ausdriicke (17) und (21)
bezeichnen. Diese Definition deckt sich offenbar vollstindig mit der anderen:
Unter einer Gammafunktion wird jede die Funktionalgleichung (15) be-
friedigende monogene Funktion verstanden, welche iiberdies in eimem gewissen
Parallelstreifen « < R(2) <o+ 1 die oben unter 11 und III angegebenen
Eigenschaften von P(2) besitat.

Ibre volistindige Begriindung findet aber die Definition erst spéter
(8§ 10, 11, 12) durch das Ergebnis, dafl jedes Integral der Form

1 -2z
mfF(z)x dz,
L

falls F(2) eine beliebige Gammafunktion im obigen Sinne sowie L einen
geeigneten Integrationsweg bezeichnet, eine hypergeometrische Funktion
darstellt, wihrend auch umgekehrt jede hypergeometrische Funktion durch
ein solches Integral ausgedriickt werden kann.

Auf Grund der Formeln (7), (17) und (21) kann jede Gammafunktion
durch die elementare Gammafunktion [ (2) ausgedriickt werden.

Nach der obigen Definition gehéren offenbar alle rationalen und ebenso
alle trigonometrischen Funktionen zu den Gammafunktionen.
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§ 4.
Das Verhalten der Gammafunktionen F(s+it) fiir |¢| = o

Nach dem oben Dargelegten kann jede Gammafunktion linear durch
Ausdriicke der Form

(22) 6(2) sinw(z— ¢) - sinw(2— cp)

8in « (2 — “1) -8in w(2—ay,)

dargestellt werden. Das Verhalten dieser Ausdriicke fiir |t| = oo kann
mit Benutzung von (14) gebauer, als es oben geschah, angegeben werden.
Die folgenden wichtigen Formeln verdienen besonders hervorgehoben zu
werden:

(23) 6() =¢

— 7| ¢

m—-n

£(5, 8);
(24) H(s)| =e 7 s, )

min

(@5)  |6(2) sin w(e—e) - sinw(e—s,)| =€ (=52 -5) mie (s, 1),
wo f(s,t) die Form

(26) f(s,t)= L™ (- 5)-=

hat, wihrend g(s, t) eine positive Verénderliche bezeichnet, welche mit
wachsendem |¢| gegen eine endliche, von Null verschiedene und von s
unabhéngige Grenze gleichmifig konvergiert, wemn s auf ein beliebiges
endliches Intervall « <s< B beschrinkt wird. Die GriBe f(s, ¢) kann
also hichstens wie eine endliche Potenz von ¢ wachsen oder abnehmen.

g(s,t), k=6, ++-+6,—0,——o,,

§ 5.
Das Verhalten der Gammafunktionen F(s+-i¢) fiir |s| =
Durch wiederholte Anwendung von (15) folgt

@n F(z+k) =+ R(2) R(s+1)-- - R(z+k—1) F(2)
und hieraus '
(28) Fle—k) =+ 7@

Re—1D) R(e—2).-- R(s—hk)

Das Verhalten von F(24-k) bei wachsendem % soll nun genauer ermittelt
werden.
Setzt man zur Abkiirzung

(29) n=61+“‘+6,,-‘91_""'—9m>
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so ergibt sich aus (16)
log R(z) = (m—mn) log 2z — % + ;5 B, (zi)
Wegen ) 1 1
xlog (14) =75 + 7% (3)
ist also 1 1
o 1) = (g = o 1 +2) 4 1 (2,

wo P(x), Py(2), P;() fiir hinreichend kleine » in gewdhnliche Potenz-
reihen von x entwickelbare Funktionen bezeichnen. Ersetzt man 2z durch
z+1 bis 24+ k—1, so ergibt sich durch Addition der entstehenden
@leichungen

log R(2) R(¢+1)--- R(z+k—1) = (m—mn) log [2(2+1) - - (24+k—1)]

g (14 + St ()
Hieraus folgt: B
(30) R(s)R(¢+1) - R(z+k—1) =[2(z+1) --.(z+k~1)]m—n(1+1;—)’”6‘“(‘)
und
(81) R(e—1)B(s—2) - R(e—H) = [(#—1) = (=B (1= 2)" "0,

wo

k—1
94(2) =2(—+—) B (;1s)

(8) = 2 = B (=)

Wegen der Bedeutung von B (%) verhilt sich diese GréBe reguldr fiir

alle yon ¢,,---,0,, 6, -+, 6, sowie von 0 und — 1 verschiedenen

Werte z und 148t sich, sobald # dem absoluten Betrage nach groBer ist
als die genannten Werte, nach positiven Potenzen von —:— entwickeln.

Versteht man also unter o eine beliebige reelle Zahl und beschrinkt die
Veriinderliche ¢ auf die Halbebene R(¢) >a, aus welcher, falls sie
einige der Stellen

Z=—v, =¥, 6,—v (»=0,1,2,...)
enthilt, beliebig kleine, diese Stellen umgebende Kreise fortzuheben sind,
so ergibt sich in analoger Weise wie in § 2, daB |g,(¢)| unterhalb einer
endlichen von #z und % unabhingigen Grenze bleibt. In #hnlicher

Weise verhiilt sich ¥,(2) hinsichtlich der Halbebene R (z) < a. Unter
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Beriicksichtigung von (27), (28), (30), (81) ist hiermit das Verhalten
von F(2+%k) fir k= + oo angegeben.

Bei der Ermittelung von Reihenentwicklungen fir hypergeometrische
Funktionen, welche durch bestimmte, iiber Gammafunktionen erstreckte
Integrale ausgedriickt sind, braucht man das folgende Resultat, welches
aus den Formeln (30) und (31) ohne Miihe gewonnen werden kann.

Wird die Veriinderliche z auf eine zur imagindren Achse parallele
Gerade R (2) = a beschrinkt, auf welcher keine von den Grofen

[R(.Z:tk)]*l (k=0;1)2)"')
gleich der Null ist, so hat man im Falle m > n gleichmafig

. Fa—k .
(32) lim =y @t =lim gy ke =H —

fiir jeden bestimmten Wert von x. Ist m =mn, so gilt diese Formel fiir
|z] < 1, sowie die Formel

(33) lim F“(ﬁ") ~lmR() - R(e+k—1) =0
k=oo
fir |z|> 1.
Der Fall m < n braucht nicht besonders beachtet zu werden, weil
derselbe durch passende Substitutionen stets auf den Fall m > n zurtick-
gefiihrt werden kann.

§ 6.

Der Zusammenhang zwischen der Gamma- und der
Exponentialfunktion.

Bezeichnet s einen Punkt innerhalb eines Rechtecks mit den Ecken
a+io, b+iw, welche der Einfachheit halber in der Halbebene H(2)>0
liegen mogen, wo sich [(2) iiberall regulir verhdlt, so ist nach dem
Satze von Cauchy:

1 r(z
r(s) PED i):sr ds,

wenn das Integral in positiver Richtung iiber die Begrenzung des Recht-
ecks erstreckt wird. Woeiter ist das Integral gleich einer Summe der
tiber die einzelnen Seiten ausgedehnten Integrale. L&Bt man nun a
und b konstant bleiben,  aber ohne Ende wachsen, wobei sich die zur
reellen Achse parallelen Seiten ins Unendliche entfernen, so ndhern sich
die iiber diese Seiten ausgedehnten Integrale wegen (11) der Grenze Null,
wihrend die beiden anderen ebenfalls gegen endliche Grenzwerte konver-
gieren. Setzt man ¢ <b voraus, so hat man also
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a4 b4 teo

(34) r(s)= ﬂzf‘"r@‘ dz + fi(_i); dz, a<R(s)<b
A=t b—te

Bei der Integration ist im ersteren Integrale R(s—2) >0, im letateren
aber M(s—=2) < 0. Je nachdem nun aber das erstere oder letztere der
Fall ist, kann man setzen:

—_—— -z
s‘—__‘; —-fx’ ldx oder z-'—-—- —fa)‘ d-’”

Fihrt man diese Integrale in (34) ein, so folgt

b+ Zo0
35) (s -fx’ 1 fl'(z)x“’ch +fx" 1 4 fl'(z)x—’dz
vorausgesetzt, daB die Umkehrung der Integrationsordnung erlaubt ist,
was unter noch allgemeineren Voraussetzungen in § 8 nachgewiesen
wird. Uberdies ergibt sich aber mit Benutzung des oben erwihnten
Rechtecks, daB

a+ i b4200
(36) [T 2+ de=[T(e) o+ de;
a—170 b—~2oo

denn das iiber die Begrenzung des Rechtecks erstreckte Integral von
F(¢)2—2dz ist Null, weil dieser Ausdruck im Innern und auf dem Rande
des Rechtecks sich regulir verhilt, und die lings der unendlich fernen
Seiten genommenen Integrale verschwinden wegen (11). Aus (35) folgt
nun wegen (36)

© a+|oo
37 r(s) =fx’ 12Mfr(z)x"dz—fJ(z a)x~'dz,
0 a~—iew
sodaf wir zur Untersuchung des Integrals
a+tio
(38) J(2;a) = fl'(z)x—’dz
a—iw

veranlaBt werden. Der Konvergenzbereich dieses Integrals soll in § 8
genauer bestimmt werden. Hier geniigt es zu wissen, daB es wegen (11)
wenigstens fiir reelle positive z konvergiert.

. Vergleichen wir J(z; @), wo >0 ist, mit J (a;; —;—-— ), wo % eine
positive ganze Zahl bezeichnet, so ergibt sich, indem man den Cauchy-
schen Satz auf die oben angegebene Weise benutzt, die Formel

n-1

(39) I (z; a) —2 C (o =),
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denn das zum Pole 2= — v gehorige Residuum von I (2) #~* ist wegen
lim 2T (s) = 1 und (6) gleich
3=0

. s E+Tet+ve: (—z)p

lim (2 +v) [ (¢) 2~ l_nfli T :—11; Gy ID T Tu

s=—9

Durch die Substitution 2z = ;— — n + ¢t findet man

+ o

1 ot r(‘21”+”)x-“
J(x, ~2—.—n) = zx‘/‘(é_ +it_1) o (; +it—n)dt’

woraus folgt

J(‘”5%—”)<1 1 & fil' -Ht
v(zt 1) B
Das in (39) auf der rechten Seite stehende Integral nshert sich also mit
wachsendem » dor Null, und J(z;a) ist somit gleich e~*.
Setzt man in (37) und (38) J(x;4a) =e"7, so hat sich als SchluB-
ergebnis herausgestellt, dafB swischen der Gamma- wund der Exponential-
funktion die bemerkenswerte Reziprozitit besteht:

a+io
€ = é-}ﬁfr(z) z=*dz, - —’2‘— < arg () <%, a>0;
(40) ena-—z'ao
r(z)=fe—xxz—1dx, Re)> 0.
0

Aus § 8 wird sich ergeben, daf das erstere Integral fiir alle die
Bedingung —% <arg(r) < + -7—2‘— erfilllenden Werte von z konvergiert.

Die obigen Transformationen bildeten schon im Jahre 1894 den
Ausgangspunkt meiner Arbeit Uber dic fundamentale Wichtigheit des- Satzes-
von Cauchy fir die Theorien der Gamma- und der hypergeometrischen
Funktionen*), wo sie, soviel ich weil, zum ersten Male benutzt
worden sind.

*) Acta Societatis Scientiarum Fennicae. Tom. 21. 1896. Der Sozietiit vorgelegt
am 19. Nov. 1894, ‘
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§ 1.

Die vorangehende Methode ist auf allgemeinere Gammafunktionen
anwendbar.

Die im vorigen Paragraphen benutzte Methode, wodurch die rezi-
proken Formeln (40) erhalten wurden, ist offenbar nicht auf [(2) allein
beschrinkt. Bei der Herleitung der Formel (37), wo J(x; a) durch (38)
definiert ist, wurde in der Tat einzig und allein von dem Umstande
Gebrauch gemacht, daB man einen zur imagindren Achse parallelen Streifen
annehmen kann, wo sich I(2) reguldr verhdlt und sich mit wachsendem
[t| gemdB der Formel

_qu 3,& —
IFs+it)=e¢ * [t| *|V2x+e

der Grenze Null nshert. Erst bei den darauf folgenden Erorterungen,
welche den Zweck hatten, das Integral J(z;a) durch die Exponential-
funktion auszudriicken, wurde die Funktionalgleichung von [(2) zur Er-
mittelung einer Reihenentwicklung fiir J(z;a) benutzt.

Betrachten wir nun beispielsweise die in § 4 vorkommenden Ausdriicke
(41) G(2), H(2), G(2)sinz(2—¢)- - sinm(z—c,),
m-4n

2

sotzen, so finden wir, daB der absolute Betrag jeder dieser Funktionen
wegen (23), (24), (25) auf die Form

e Pl f (s, t)

gebracht werden kann, wo & eine positive Konstante bezeichnet, wihrend
f(s,t) hochstens wie eine endliche Potenz von ¢ wachsen kann, falls s
zwischen endlichen Schranken bleibt. Ein zur imagindren Achse paralleler
Streifen kann offenbar auch, und zwar in mannigfaltiger Weise, so an-
genommen werden, daB sich die obigen Ausdriicke dort regulir verhalten.
Fir H(2) gibt es sogar eine Halbebene dieser Axt. ‘

Hieraus erhellt nun, daf man die Methode des vorangehenden Para-
graphen auf die obigen Funktionen (41), die wir durch F'(2) bezeichnen
wollen, anwenden kann, und daB man an Stelle der Formeln (40) die-
folgenden allgemeineren erhilt:

indem wir in H(¢) m > » sowie im letzten Ausdruck p < voraus-

(42) F () =f<b(x) z-tdx,
(43) O (2) = 5o f F(e) " da.

a—iw
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Durch die erstere Formel wird offenbar eine erhebliche Menge bestimmier
Integrale auf die Gammafunktion suriickgefiihrt, unter denen das Eulersche
Integral zweiter Art den einfachsten speziellen Fall bildet.

Die Bedeutung der letzteren Formel (43) fiir unsere Theorie ist
indes bei weitem noch groBer als die der ersteren. Es wird sich in der
Tat ergeben, daf die durch (43) aus den Gammafunktionen entstandenen
Funktionen & (z) hypergeometrische Funktionen sind.

Ehe wir zu diesem Nachweis iibergehen, wollen wir das durch die
obigen Formeln ausgedriickte Resiprozitiitsgesetz in voller Aligemeinheit
entwickeln. DaB es in der Tat nicht auf Gammafunktionen allein be-
schrinkt sein kann, leuchtet schon daraus ein, daB die letzten Formeln
ohne Benutzung der Funktionalgleichung von F'(2) erhalten worden sind.

§ 8.
Zwei allgemeine Integralklassen und ihr Reziprozititsgesetz.

Unter f(s,?) verstehen wir weiterhin eine positive Verinderliche,
welche nach Multiplikation mit e=¢/*/ bei unendlich wachsendem |¢| sich
gleichmdfig der Null nihert, wofern s zwischen gewissen, jedesmal néher
anzugebenden Schranken bleibt. Unter ¢ wird hier und weiterhin eine
beliebig klein anzunehmende positive Konstante verstanden.

Satz 1. Es sei F(2) eine analytische Funktion von z=1s+1it, welche
sich reguldr verhdlt in der Umgebung jeder endlichen Stelle im Innern und
auf der Begrenzung eines gewissen durch

(44) a<s<p “<p

definierten Parallelstreifens, und welche in (44) mit wachsendem |t| sich
der Null nihert gemdf3 der Formel

(45) ’F(z)}=e_‘9mf(s’t)}
wo & eine gewisse positive Konstante bezeichnet, wihrend f(s,t) die obige
Bedeutung fiir « < s< B hat. Dann konvergiert das Integral

a4t

(46) T 0)= o5 [ F&)aas v<a<p

Jleichmifig in jedem durch die Ungleichheiten
(47) —(@-2) <0<+ (P—2¢), ¢<|o|< 5

definierten Gebiete von x = |z, ¢'® und befriedigt 2ugleich fiir alle die erstere
Bedingung (47) erfiillenden x die fundamentale Ungleichheit



Gamma- und hypergeometrische Funktionen. 319

(48) | (@3 0)| < C(a, ¢) |2|~*

wo C eine von x und & unabhingige Grife ist.
Um diesen Satz zu beweisen, setze man 2 =a 4 if. Dann ist wegen
(45) und (47)
|Fo)z—2| < |z|-* e 21t f(a, t),

wo [ von z unabhingig ist. In der Reihe

=4 a+i(v+1)

(49) 2%;]F(z)m"dz=J(x;a)

P=—00 ativ

sind also die absoluten Betrige der einzelnen Glieder beziehungsweise
nicht groBer als die entsprechenden Glieder der Reihe

v=400 v+1 + o0
S el [ (0, dt = fai-2 feciet o214 £(a,

welche vermdge der angegebenen Eigenschaften von f einen endlichen und,
abgesehen von dem Faktor |z|-¢ von z unabhingigen Wert hat. Hieraus
erhellt die Giiltigkeit des Satzes.

Da die einzelnen Glieder der in (47) gleichmiBig konvergierenden
Reihe (49) monogene Funktionen von x sind, so stellt auch das Integral
J(x;a) in (47) eine monogene, daselbst iiberall reguldr sich verhaltende
Funktion von z dar. Diese Funktion wollen wir durch ®(z) bezeichnen.

Wendet man den Cauchyschen Satz auf die in § 6 angegebene
Weise an, so ergibt sich, da8 J(z; @) fiir alle die Bedingung ¢ <a<p
erfiilllenden o eine und dieselbe Funktion ®(z) darstellt.

Ist die Breite § — o des Streifens (44) endlich, so kann offenbar C
als eine bloB von & abhingige Konstante aufgefaBt werden.

Aus (48) ergibt sich, daB |2°®(z)|, wenn a eine beliebige, die Be-
dingung « < a < B erfiillende Zahl und 8 — « endlich ist, fiir alle z in
(47) unterhalb einer endlichen Schranke bleibt:

(50) 0 (@)] < K, e <a<p.
Satz II.  Hieraus folgt nun in bekannter Weise, dafi das Integral

(51) S ® (@) 2~ dz

fiir jeden inmerhalb des Streifens o <u < f gelegenen Wert s =u + v
konvergiert. Wir behaupten nun, dafd dieses Integral gleich unserer wrspriing-
lichen Funktion F(s) 4st.
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Zunschst bemerken wir, daB das Integral, resp. die Reihe

a+iw rv=4 a+i(v+1)
1 Fe 1 27 F@ ,_,
(52) ‘Tl(x5a)=2ni i—sT ’dz—-27”. i—s?¥ de,
a—io v=—0 a+iv

falls R (s) von « verschieden ist, offenbar in (47) aus demselben Grunde
gleichmiiBig konvergiert wie die Reihe (49). Die Reihe (52) darf also
gliedweise differentilert werden. Da die einzelnen Glieder zwischen regu-
liren Grenzen genommene Integrale sind, so ist es erlaubt, die Differen-
tiation unter dem Integralzeichen auszufithren. Dadurch ergibt sich

a
Iz (@5 0) = — 2~ 1 I (2; a).

Wegen e« <R (s)<p ist J;(0;0)=0 und J;(c0;8) =0 und somit

; [ XL
[ e-tan=— g0 = -5t [ F9 as,
0 «—Fw

3 41
F
.fJGEH}) @~tdz =Jd,(1; ) =2—i‘i/{z——£—% dz.
1

p—iw
Nach diesen Vorbereitungen gestaltet sich nun der Nachweis der obigen
Behauptung folgendermaBen:

fd’(x) z-tdx =fJ(x; a) = tdx
0 0
1 0
=fJ(x; a) »*~tdz +fJ(x; a) 2~ dzx
0 1

1 w©
=fJ(x; )z~ tdx +fJ(a:; B) »*-tdx
0 1

@ tio + 200
-_ 1 [ f@ dz—{——l—fz@dz.

2wi,) 2—S$
a—ic f—ie

Der letzte Ausdruck ist gleich dem in positiver Richtung iiber die
Begrenzung des Streifens (44) erstreckten Integral
§—1—~. f F(e) dz,
k2% Z—8
welches gleich F(s) ist.

Zwischen den beiden Funktionen F(z) und ®(z) besteht also die
Reziprozitiit : :
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a4
© @)= gb, [ F@ards, —0<ag@)<+9, «<a<h;
(53)‘ . a—~ioo
7() = [0(@) & da, @< () < B
‘%

Fiir jede Funktion F(7) der im Satz I angegebenen Beschaffenhest gilt
also die Umbkehrformel

o a i

' 31 O s “<§R<S)<ﬁ;
G4  Fls =a/x xfn;_fr(z)x ds, ez B

Unsere Untersuchung ist aber noch einer wesentlichen Vervollstindigung
bediirftig. Im vorangehenden war F(¢) eine selbstindig definierte Funktion,
wihrend ® (z) mit Hilfe von F(z) erzeugt wurde. Jetzt wollen wir von
einer selbstindig definierten Funktion ¢ (z) ausgehen.

Satz 1. Es s ®(x) eine monogene Funktion, welche sich reguldr
verhdlt im Innern wnd ouf der Begrenzung des durch
(65) —9<L0L+ 9
definierten Bereichs von x = |z| &® mit eventueller Ausnohme der Punkte
2=0 und z=o00. Weiter nehme man an, da |2*®(z)|, wenn a eine
belicbige, die Bedingung o« < a < B erfiillende Zohl beseichnet, fiir alle x
in (BB) unterhalt einer endlichen Grenze bleibt. Dann kowvergiert das
Integral

(56) F(@) =0 (2) 2~ dw
[}

gleichmiifig in dem Streifen .

(57) TNTS OFY =

und nihert sich dort mit wachsendem |2| = |s + ¢t| der Grenze Null gemdf3
der Formel
(58) [F(2)] = =711 f (s, 2),
wo [ und & thre frither angegebenen Bedewtungen haben.

Die Konvergenz des Integrals wird in bekannter Weise dargetan.
Das lings der Geraden 0O R, dem Kreishogen R ——Ret¢% und
der Geraden Reté® ——O0 erstreckte Integral

fd)(a;) 2 ~tdx

ist nach dem BSatze von Cauchy gleich Null. Wegen lim &(z) 2* =0
fir =00, @« <a<p pihert sich der iiber den Kreishogen erstreckte

Mathematische Annalen. LXVIIL 21
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Teil des Integrals mit wachsendem R der Null Fir R = co und durch
die Substitutionen z = eti%7 ergibt sich somit

L

F(z)=e‘.‘9"J¢(e‘3f) 17;—1d1,', F(z)=e—f3zf¢<€_;3t) Tz—ld‘;’
0

und hieraus

&

(59) F(d) = == f ® (e ’)2_7_9_(2"1"2 -1dy.

sin &z
0

Weil v eine reelle und positive Verinderliche ist, so liegt das Integral
rechts bei wachsendem (¢| dem absoluten Betrage nach unterhalb einer
endlichen Grenze, sodaB |F(7)| in der Tat auf die Form (58) gebracht

werden kann.
Satz II'. Nach Satz I konvergiert also das Integral
@ 4 £00
(60) J(w;a)=§i~%.fF(z) z=*dz e<a<pB
fir alle die Bedingung — & < 0 <+ & erfillenden x. Wir behaupten
nun, dap dieses Integral gleich umserer wrspriinglichen Funktion ® (x) dst.
Setzt man in der Formel

a+io ©

J(x;a)=§1;ifw—‘dzf¢(t) t-1dit:

a—ie Q

&=, z=f‘—;}—£+i1°g?/r t=¢% a= 9 7

so ergibt sich
gi—éiu ? d ;H.w f‘j—'—@ fw
(61) J(é%a)e ® =Jyu—1-2—%1 dEe !y dw.
0 ~i0
Auf Grund der tiber ® gemachten Voraussetzungen ist™ der Ausdruck
AT
d(ev)e? in dem Streifen — & < R (w) < + & regulir und dem ab-
_E-e
soluten Betrage nach kleiner als Ke ° . Fiir diesen Ausdruck hat
also die Umkehrformel (54) Giiltigkeit, wonach die rechte Seite von (61)
‘ﬁ—/—giu
gleich ®(¢%)e *  sein mub fiir — & <R () <+ und somit J(z;a)=>(z)
fir — & <arg(z) <+ 2.
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Zwischen den beiden Funktionen ®(zx) und F(z) besteht also die
Reziprozitit :

F(z)=f¢(x) -1 da, « < R(2) < B;
(62) D e

¢(x}=2-1—wifF(z)x"’dx, —F<arg(@) <+ 9, a<alf.

\ a—doo

Fiir jede Funktion ® der im Satz I' angegebenen Beschaffenheit gilt
also die Umkehrformel

a+to ©

L . g - a<a<@B,
(63) () = 21”.‘/“15 dzeé/ O@)x-dx, — s <arg() < + .

aA—10

Bezeichnen wir durch (F'), resp. durch (®), die Gesamtheit aller
Funktionen der im Satz I, resp. im Satz I’, angegebenen Beschaffenheit,
so entsprechen nach dem Obigen die Funktionen der beiden Klassen ein-
ander folgendermaBen eindeutig. Jede Funktion der Klasse (®) wird durch
die erste Formel (62) in eine Funktion der Klasse (F) transformiert, und
umgekehrt wird auch jede Funktion der Klasse (F) durch die letzte
Formel (62) in eine Funktion der Klasse () transformiert. Wird ® durch
die erste Formel in F und sodann F durch die letzte in ®; verwandelt,
so ist stets ®,(z) = ®(z). Wird F durch die letzte in ® und sodann ®
durch die erste in I transformiert, so ist ebenfalls immer F, (¢) = F(e).
Zwei durch dieses Reziprozititsgesetz gegenseitig verkmiipfte Funktionen
konnen passend reziproke oder komjugierte Funktionen genannt werden.
Die Gamma- und die Exponentialfunktion sind nach § 6 zwei solche
reziproke Funktionen. -

Eine unmittelbare Folge dieses Reziprozititsgesetzes ist der folgende,
bei der Integration von hypergeometrischen Differentialgleichungen wich-
tige Satz: )

Von zweti resiproken Funktionen kann die eine nur dann identisch ver-
schwinden, wenn auch die andere identisch gleich Null ist.

Die allgemeinen Resultate dieses Paragraphen kommen ebenfalls schon
in meiner oben (§ 6) zitierten Arbeit vor (§§ 14 und 29), wo sie, soviel
ich weiB, zuerst entwickelt worden sind. Siehe auch § 7 meiner Arbeit*)
in den Acta Mathematica Bd. 25. DaB diese Resultate auf entsprechende

* Uber den Zusammenhang zwischen den linearen Differential- und Differenzen-
gleichungen.
21*
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Funktionen mehrerer Veriinderlichen vollstindig iibertragen werden konnen,
habe ich auch vor mehreren Jahren gezeigt¥®).

Die obigen Formeln stehen natiirlich in einem gewissen Zusammen-
hang mit der Fourierschen Integralformel, worauf ich indes bei dieser
Gelegenheit nicht niher eingehen will.

8§ 9.
Beispiele von konjugierten Funktionen.

Von den sich darbietenden unzihligen Beispielen solcher Funktionen
wollen wir hier nur die folgenden anfiihren.

Erstes Beispiel. Der Einfachheit halber setzen wir voraus, es sei
R(s) >0, und bilden das Integral

a4 teo
—n<arg (2)<+wm,
J(a:;a)=%¢fr(ﬁ)r(s“5)x"zd5’ 0<a<R(s).

In #hnlicher Weise wie in § 6 ergibt sich
n=-1
J(z; a) =2%”—) (—2) + J(z; a—n), O0<a<l1.
v=0 =

Setzen wir |2| <1 voraus, so erhalten wir mit Benutzung des am SchluB
des § 5 vorkommenden Satzes lim J(z; a—n) =0 fiir » =o00. Somit
ist J(z; @) =T(s) 1+z)~* und zwar besteht diese Gleichheit wegen der
gleichmiBigen Konvergenz von J(z; a) nicht nur fiir || < 1 sondern auch
fir —x <arg () <+ =z, d. h. fir die ganze 2-Ebene mit AusschluB der
negativen Hailfte der reellen Achse. Auf Grund des vorigen Paragraphen
hat man also

a+to

i
W(s)xr ?l,nf_"@ Fs—2a—*ds, —n<larg(x)<+m,
(64) - R 0<a< R(s);
mz—l
F@)F =) =) | ey 42, 0<R(E) <RE).
0

Das letzte Integral geht bekanntlich durch eine geeignete Substitution
in_das Eulersche Integral erster Art tiber.

*) Zur Theorie zweier allgemeiner Klassen bestimmter Integrale. Acta Soc. Sc.
Fennicae, Tom. 22. 1896.
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Zweites Beispiel. Betrachten wir die Funktion ®(z), welche durch
das Integral

a+io ER 1
@ eompfianeons 2L

fir — w < arg (z) < + = definiert wird, so ergibt sich auf die obige Weise
die bestéindig konvergierende Entwicklung

(66) 0() = o~ ezr«n—es =) Ly +x—o,2r ey,

woraus erhellt, daB ¢® mit den Zylinder- und den Besselschen Funktionen
eng verbunden ist. Ist g, — o, eine ganze Zahl, so wird die Entwicklung
mit log 2 behaftet. Obwohl die bestéindig konvergierende Reihenentwicklung
als ein vollstindigerer Ausdruck fiir ® betrachtet werden muB als das
Integral, so hat doch dieses vor jemer einen wesentlichen Vorzug, wenn
es sich um das Verhalten von ¢ flir unendlich groBe z handelt. Aus
der fundamentalen Ungleichheit (48), wo a im gegenwirtigen Falle be-
liebig groB angenommen werden kann, folgt in der Tat gleichmiBig
lim #*® (z) = 0
fir =00, —w+e<arg (¢) <+ n—¢, wie groB auch % sei. Diese
bemerkenswerte Eigenschaft ist aus der Reihenentwicklung gar nicht er-
sichtlich.
Im Falle ¢, = g, = 0 ergibt sich fiir a > 0:

a+io ©

3N\t J M4 o ‘ &
fl' (#)z—*de 22 oD oL log z 2(1_”)_,
v=0 ‘-
Drittes Beispiel. Fiir das Integral
atioc
(67) J(x;a)= 27:1 ';_(&_2) Fo)a+*ds, — % <arg () < + 3‘2—,

welches wir unter der Voraussetzung O < @ < 6 betrachten wollen, ergibt
sich einerseits die bestdndig konvergierende Potenzreihe

- r ) (—a)¥
(68) J(z; a) = ‘,-EZ__T_})( ‘;)
v=0

und andererseits die asymptotische Darstellung

n—1

(69) J(z;a) =2"° r(z(ri-i)y) (_I:)— +J@;a+n), 6—1<a<e,

=0
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welche zeigt, wie sich J(z; a) fiir groBe, dem Bereiche
—1+e<arg(x)<_’£~8

angehorlge z verhilt. Mit Benutzung der fundamentalen Ungleichheit (48)
findet man némlich fiir das Restglied die Ungleichheit

(70) ' |J(z; a+n)| < Cla+ n, &)|x|-2-"

Aus der Reihe (68) ist die durch (69) und (70) ausgedriickte Eigenschaft
ger nicht ersichtlich. Mit Hilfe von (69) kann man beweisen, daB J(z; a)
in dem genannten Bereiche hdchstens eine endliche Anzahl Nullstellen
besitzt.

§ 10.
Beweis eines Satzes von Pincherle.

Unter einer hypergeometrischen Differentialgleichung verstehen wir mit
Herrn Goursat®) jede Gleichung der Form

(71) (@ + byx)y + (@;+b2)2y + - - - + (a, +b,2) 2my™ = 0.
Jede Lisung einer solchen Gleichung nemnnen wir eine hypergeometrische

Funktion.
Wir behaupten nun, da das Integral

12) y =52 [ Fle) amvaz,
L

wo F(2) eine Gammafunktion im Sinne des § 3 bezeichnet, unter gewissen
Voraussetzungen eine Gleichung der Form (71) befriedigt.

Ehe wir zum Beweise dieses Satzes schreiten, welcher einen speziellen
Fall eines noch allgemeineren Satzes von Herrn Pincherle**) bildet, wollen
wir die Linien L niher angeben, iiber welche die Integration vorzugs-
weise erstreckt wird.

Ist F(2) eine solche Gammafunktion, “welche bei wachsendem |¢| sich
der Null nihert gemif der Formel

' [F(s+it)| = e=®¥1f(s, 2),
wo f und & die in § 8 angegebené ‘Bedeutung haben, so kann als Inte-
grationsweg eine unbegrenzte, auf der reellen Achse senkrecht stehende
Gerade {@ 41 00) benutzt werden, welche durch keinen Pol von F'(2) hin-

*) Anneles de 1’'Eicole Normale, Sér. II. T. 12. 1883

**) Sopra una trasformazione delle equazioni differenzigli lineari in equazwm
lineari alle differenze, o viceversa. Rendiconti del R. Ightuto Lombardo, Serie II,
vol. 19, fasc. 12—18. 1886. Sulle funzioni ipergeometriche generaﬁziate. Rend. 4.
Accad. dei Lincei. Vol. 4, fasc. 12, 13, 8. 792—799. 1888.7
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durchgeht. Das Integral konvergiert dann in dem in § 8 Satz I ange-

gebenen Bereich.
Es ist indes unerldBlich, auch andere Integrationswege zu benutzen.
Unter (— oo) wollen wir die gebrochene, aus drei Geraden gebildete Linie

(13)

sowie unter (4 oco) die gebrochene Linie

— 00 4 10y « ———— a+ 1o,
a+tie,

ot i@y e

4) @iy = et o0 tiay

a+ioy - —————————> 400 10,

verstehen. Uber die GroBen a, w,, w;, welche die Lage von (—oo) und
(+ o) bestimmen, kann nach den Umstéinden verfigt werden. Weder
(— o0) noch (4 oo) darf durch einen Pol von F(2) hindurchgehen.

Mit Benutzung des am SchluB des § 5 stehenden Satzes ergibt sich
nun ohne Miihe folgendes:

Ist m > n, so konvergiert (72), hber eine Linie (—o0) erstreckt, in

dem durch die Ungleichheiten ¢ < |2| < »; definierten Gebiete von x gleich-

miBig, unter & eine beliebig kleine positive GréfSe verstanden.
Ist m = n, so konvergiert das Integral (72) in dem durch e <{2|<1—¢
definierten Gebiete gleichmaBig, falls es iber eine Linie (—oo) erstreckt

wird, sowie auch in dem durch ¢ < |—— < 1 — & definierten Gtebiete, wenn

es tiber eine Linie (+ o) erstreckt wxrd

Der Fall m <n kann durch passende Substitutionen stets auf den
Fall m > n zuriickgefiihrt werden.
"~ Es bezeichne L in (72) nach den Umstinden eine Linie (a4 ioc)
oder (—oo) oder (+ o), so wollen wir zeigen, dafl (72) in seinem Kon-
vergenzbereiche eine hypergeometrische Funktion darstellt.

Vergleichen wir zuniichst das Integral (72) mit dem folgenden

(75) j F(s+1)z-1ds,

ETT
welches aus dem ‘ersteren durch eine zur reellen Achse parallele Translation
(s,2+1) des Integrationsweges erhalten werden kann, so ist nach dem
Satze von Cauchy.

(76) A h=y+5,

wo S die Summe der Residuen von F'(2)x~* bezeichnet, welche zu den

von L bei der Translation passierten Polen gehoren. Wird dabei von L
kein Pol passiert, so ist S identisch gleich der Null.
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Setzt man nun zur Abkiirzung
(1) f(e) = @y — a;2 + agz(z+1) + -+ + (—l)ma #(+1) (a+m—1),
(18) 9(&) = by — by (e+ 1) + B (e+ 1) (4 2) -+ (= L) bu(e 1) (e +m),
go ergibt sich mit Benutzung von (72), (75) und (76):

’ 1 —
by + ayay -+ aganye = ;L [0 Fle)amrde,
L

x[boy+ blxy' 4o+ bma:'"y("‘)]z 2—:z—;‘[g(2) F(Z+ 1)¢—zdi
L

— 2[b, S+ bx28 + -+ + b,z"S™].
Bezeichnet schlieBlich F'(z) eine die Gleichung

(79) f(2) F(e) + g(2) F(e+1) = 0
erflillende Gammafunktion, so erhalten wir fiir (72) die Differentialgleichung
(80) (@ +b2)y + (0, +b,2) 2y + - - - + (8, + bp@)2™y™

= — o[bS +b,28 + - +bam S™].

Die rechte Seite dieser Gleichung kann auf die Form
(81) Z‘x‘v R, (log z)

gebracht werden, wo die R ganze rationale Funktionen bezeichnen,
wiihrend die 4 reelle oder komplexe Zahlen sind. Die Residuen von
F(g)x=* haben nidmlich die Form 2? R(log x).

Hat der Integrationsweg L eine solche Lage, daf3 der 2ur imagindren
Achse parallele Teil von L bei’der Tramslation (2, 2+ 1) keinen Pol von
F(2) passiert, so wird die Differentialgleichung nach dem oben Gesagten
homogen.

4 Versteht man, was auch sehr 7weckm§Big ist, unter einer hyper-
geometrischen Funktion jede Losung einer homogenen oder nicht homo-
genen Gleichung der Form (80), deren rechte Seite auf die Form (81)
gebracht werden kann, so ist zu beachten, daB diese Definition nur
scheinbar allgemeiner ist als die frithere. Die rechte Seite (Sf) kamn nim-
lich stets durch abwechseinde Multiplikationen mit Potengen_ ton z und
Differentiationen sum Verschwinden gebracht werden, wobes “dhe’ Vinke Sede
2war thre Ordmmg, nicht aber ihre Form indert.
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- § 11.

Jede hypergeometrische Differentialgleichung kann mit Hilfe von
Gammafunktionen vollstindig integriert werden,

Nach dem vorigen Paragraphen stellt das Integral (72), wo F(2) eine
beliebige Gammafunktion und L nach den Umstinden eine Linie (a +300)
oder (— o0) oder (4 0o) bezeichnet, stets eine hypergeometrische Funktion
dar. Es fragt sich nun, ob auch umgekehrt jede solche Funktion durch
(72) darstellbar sei.

Auf Grund der am SchluB des vorigen Paragraphen gemachten Be-
merkung konnen wir uns auf homogene hypergeometrische Gleichungen
beschranken. Es laBt sich nun folgendes nachweisen.

Es sei

(82) (@ +B,2)y + (a4, +bx)zy + - - - + (4, + b, 2)z" Y™ = 0

die zu integrierende Differentialgleichung. Durch eine einfache Substitu-
tion kann man stets bewirken, da a, und die lefete b, von den GroBen
by byy - -+, by, welcke von Null verschieden ist, beide gleich 1 sind. Man
bilde nun

(83) flo)=ay—ayz+age(e+1) 4+ (—=Dma,z(e+1) - - - (e+m -1),
(84) 9(2) =By —by (#+1) + by (e+1)(2+2) - + (= 1)7b, s+ 1) - (2+),

und setze

(85) fle)=(—=1"(z—0) (2 —05) - (2—0n),
(86) g9(&)=(—1)(¢—06) (s —06) - (¢—0,),
(87) G(ﬁ)=r(ﬂ—ol)j-'"(ﬂ—-om)r(1+61~2)---f(1+6,,-ﬂ),

(38) P()=sinx (s—e)---sina (e—g) D) gz,
vy=1

wo die C unbestimmte, die ¢ aber bestimmte Konstanten bezeichnen, unter
denen keine zwei sich finden, deren Differenz gleich einer ganzen Zahl ist.
Das allgemeine Integral von (82) 1aBt sich dann in der Form

(89) Y= -é—:?;fl}(z) P(2)z—*dz + R(z, log z)
L
darstellen, wo L nach den Umstinden eine in geeigneter Weise gewihlte

Linie (a 44 00) oder (— 0o) oder (4 co) bezeichhiet, wihrend R eine end-
liche Summe der Form (81) bedentet.
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.

Durch diesen Satz erweist sich die Theorie der Gamma- und der
hypergeometrischen Funktionen als ein zusammengeh&rig8s, abgeschlossenes
Ganzes. Die herkémmliche Lehre von der Gammafunktion und den Euler-
schen Integralen ist nur ein Bruchstiick dieser allgemeineren Theorie, welche
an Einheitlichkeit nichts zu wilnschen tibrig 148t. Die Einheitlichkeit
wird durch die Cauchysche Integraltheorie zustande gebracht.

In der vorliegenden Arbeit beweise ich meinen Satz nur fiir den
wichtigsten Fall m =n. Hinsichtlich der iibrigen Fille muB ich den
Leser auf meine Arbeit in Acta Math. Bd. 25 verweisen. Der folgende,
auf der Theorie der reziproken Funktionen basierende Nachweis ist von
dem in Acta Math. vorkommenden ginzlich verschieden.

§ 12.

integration der hypergeometrischen Differentialgleichungen in dem
bemerkenswertesten Falle m = n.

Ist fur die Differentialgleichung (82) m = » sowie a,=b,=1, so
besitzt sie die drei singuliren Stellen 2 =0, s =—1, v = o
In diesem Falle konvergiert nun das Integral

a4 io
{90) y=4J(z;a) = fGr(z) P(e)z—*dz
in der ganzen z-Ebene mit Ausschlufy der negativen Halfte der reellen Achse.
Denn G(2) P(2) laBt sich linear durch » Ausdriicke der Form

91) G(e)sinn(s—¢) - -sinm(e—c,_,)
darstellen, und der absolute Betrag dieses Ausdrucks kann nach §4 (25)

auf die Form e~7"itif(s, t) gebracht werden, so daf (90) nach § 8 Satz I

in jedem durch .

(92) —(mz—e) L arg () L+ (w—e), .s<|:1¢|<i

deﬁmerten Bereiche gleichmiBig konvergiert,. unter ¢ eine beliebig kleme
posxtlve Zshl verstanden.

Naeh¢§ 10 genhg’tr(QO) der Gleichung (82), wenn man dem Integrations-
weg (aj:zoo) eine solche Lage erteilen kann, daB er bei der Translation
(2,2+1) keinen Pol ven G(#) passiert. Dies ist stets moglich, falls die
GroBen ¢ und o eine gewisse Bedingung erfiillen. Die Pole von G(z) sind
als Glieder in den 27 arithmetischen Reihen :

(93) . o, 9,"‘11""'; v_k’___ . vgl ] "
(94) 6’+1’6v+2;"‘;6v+k,'- . = 1y & y
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enthalten, und zwar ist der betreffende Pol ein p-facher, falls er p Reihen

gemeinschaftlich ist. Liegen nun alle Punkte g, g;, - - -, 0, links, sowie
alle Punkte ¢, + 1, ¢, + 1, - 6, + 1 rechts von dem Parallelstreifen

{95) Rp,) <a< R La+1<Re,+1) v=12,--n
80 hat der Integrationsweg (a+ i 00) offenbar die gewiinschte Lage. Gibt
es aber zuniichst keinen solchen Streifem, so 1Bt sich, wie in meiner ge-
nannten Arbeit gezeigt wurde, durch einfache Operationen stets bewirken,
daB die GroBen g, ¢ diese Bedingung schlieBlich erfiillen.

Das Integral (90) geniigt also unter dieser Voraussetzung (95) der
Differentialgleichung (82). Es fragt sich nun, ob es dann aunch das all-
gemeine Integral von (82) darzustellen vermag. DaB dies wirklich der
Fall ist, konnen wir auf Grund unserer in § 8 entwickelten Theorie der
reziproken Funktionen sofort nachweisen. Weil G(z) P () als homogene
lineare Funktion mit unbestimmten Koeffizienten von #» Ausdriicken der
Form (91) betrachtet werden kann, so ist y eine ebensolche Funktion
von n partikuliren Integralen von (82). Diese miissen ein Fundamental-
system bilden, denn sonst kinnte man die unbestimmten Konstanten go
bestimmen, daB y identisch verschwinde. Hieraus wiirde aber wegen des
letzten in § 8 enthaltenen Satzes weiter folgen, daf such die entsprechende
reziproke Funktion G(2) P(z) identisch verschwinde, d. h. daB
G
sin w(z—e¢,)

______ +.+

sin z(z —¢;)
identisch gleich Null wire, ohne da8 alle C gleich Null wiren. Da dies
bei der iber ¢, - -+ ¢, geltenden Annahme unméglich ist, so ist unsere
Behauptung erwiesen; das Integral (90) stellt also unter der obigen Voraus-
setzung (95) das allgemeine Integral vom (82) dar.

Da der Konvergenzbereich von (90) die ganze z-Ebene mit Ausschluf
der negativen Hilfte der reellen Achse umfaBt, so hat (90) einen wert-
vollen Vorzug vor den fiir die Integrale von (82) geltenden Reihenent-
wicklungen, die ja nur in einer begrenzten Umgebung der singuléiren
Stellen konvergieren. Welchen Nutzén man hieraus ziehen kann, werden
wir gleich sehen.

Vergleichen wir das Integral J(x; a) mit J(z;a—k) und J(z; ¢ + k),
welche aus dem ersten durch Schiebung des Integrationsweges resp. in
der negativen und positiven Richtung der reellen Achse entstehen, so ist
nach dem Cauchyschen Satze

J(z; a) = ZR’ + J(z;a—Fk),

J(z; a) =—Z'R,' + J(@; a4 F),
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wo R, und R, die Residuen bezeichnen, welche zu den zwischen den be-
treffenden Integrationswegen gelegenen Polen gehdren. Aus dem am
SchluB des § 5 erhaltenen Satze folgt aber ohne Miihe

lim J(z;0—k) =0 fir |z| <1,
k=0
limJ(z;a+k) =0 fir |z|>1.
k=oco

Fiir J(z; a) ergeben sich also zwei Reihenentwicklungen, von denen die

eine fiir |#| < 1, die andere fiir [x| > 1 konvergiert. Diese Reihen sind

logarithmenfrei oder mit Logarithmen behaftet, je nachdem die zugehdrigen

Pole von G(z) P(¢) einfache oder mehrfache Unendlichkeitsstellen sind.

Im nachfolgenden wollen wir der Kiirze halber nur den ersteren Fall in

Betracht ziehen. '
Zu dem Ende setzen wir voraus, daf unter den Differenzen

(96) e,—e, und ¢,—g,
fiir u == v keine ganze Zahl sich findet. AuBerdem nehmen wir fortwihrend
an, daf die Bedingung (95) erfiillt ist.

Unter der Voraussetzung (96) kénnen wir die in P(2) vorkommenden
GroBen ¢, - - -, c, entweder mit den ¢ oder mit den ¢ identifizieren. Hier-

durch und durch Erwigungen, welche den in § 3 vorkommenden ganz
dhnlich sind, ergibt sich die folgende wichtige Identstiit:

F sin n(z—o,) < nd,
@ P =[] S,
v=1 v=1

n n
— sinw(z—o0,) nB,
_"] ] = Zsinn(z-—o':)'
v=1 =1

Setzt man 2z = ¢,,--+,0,, 50 werden die A4 linear durch die B ausgedriickt;
setzt man dagegen z =g, -, 6,, so werden umgekehrt die B linear durch
die A ausgedriickt. '

.. Ftir unsere fundamentale Funktion

@8 o G@=][re—o) [ [r0+os)

erhalten wir mit Benutzung von (7) die beiden Ausdriicke

®9 - 60=60] [mm— = H20] [nxt=y
V= =1
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i R L l) _TTCe—e,
(100) (&) g ri+e—s HE g Moy
Vermége (95) verhdlt sich G(2) regulir in der Halbebene R(z) <a+ 1;
und in derselben Weise verhilt sich H(z) in der Halbebene R(z) > a.

Wegen (97) und (99) erhalten wir nun fiir G(s) P(s) die beiden
identischen Ausdriicke

(101) G(Z) P('z) G(Z)E sin n(z 9;) = H(f)zsm "("—"5)

und. zugleich fiir J(z;a) die beiden entsprechenden Darstellungen

, ) R )
£102) (@ 6) = D 4,J,(x) = D'B, ),
i=1 i=
wOo '
atio
) 1 ) 4
(103) J(x) = m]m G(2)z~*dz,
' ~a+zeo
(104) . J (2) = sm”(z H(z)x *ds.

Infolge der erwihnten Beschaffenheit von G und H in den oben genannten
Halbebenen erhdlt man nun besonders einfache Entwicklungen fiir die

© )
J;(2) in der Umgebung der Stelle z = 0 sowie fiir die J,;(#) in der Um-
gebung von z = oo, und zwar ergibt sich

(105) S =6 D e —ay . o<1,
) i=1,2,m,
(106) T(@) = (= ) ZH(G +1+9)(~3)  far ja| > 1.

Die vollstindigen Ausdriicke fiir die Koeffizienten lauten nach (100):

ra -
(10) <ﬂa—w=11r&iz_iiﬁ’

r —
(108) Har149-] rﬁi;_ziz

k=

Fragen wir nun nach den Ubergangssubstztutwnen, welche von dem
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Fundamentalsystem (105) zu dem Fundamentalsystem (106) und vice versa
fithren, so ergeben sie sich aus der Identitst (102). Setzt man 4,=1,
alle ibrigen A aber gleich Null, so erhiilt (102) die Form

(109)- (@) =2 B® () k=1,2,--,n

i=1

Setzt man B, = 1, alle iibrigen B aber gleich Null, so hat man
(@) i °
(110) (@) = D) A® J\(z) k=1,2, 2.
1=1

Die Konstanten B{Y ergeben sich aus der Identitit (97), indem man
2=0,,- -0, setzt, wihrend alle 4 auBer 4, =1 gleich Null gesetzt
werden; und in entsprechender Weise berechnet man die 4%®. Man
findet hierdurch

(111) B[ sinnio,—e)= [ [“sinn(e,—e,),
v=1 .

v=1

1=1,2,--, 0,
(112) 40 [T sinn(o,—0) = [ [ *sinn(e,—s,),
y=1 v=1

wo durch (k) und (¢) bezeichnet wird, daB v den Wert % resp. ¢ nicht
erhalten soll.

Auf die Behandlung anderer mit der Integration von hypergeometrischen
Differentialgleichungen zusammenhingender Fragen miissen wir bei dieser
Gelegenheit verzichten.

' § 18.
Die gewéhnliche hypergeometrische Differentialgleichung.

Fiir die Gleichung zweiter Ordnung

d d:
(118 T (a4 be2)y + (4 + b @) e 5L+ A+ 2)a* T =0,
welché“durch die Annahmen o >

(114) x===—t, ao=(), ay =1, bo_—=aﬂ’ b1=a+ﬂ+1’
. ’ 91=0, 98=y"‘1, 0‘1=a—1, 6’=ﬁ_1
in .die gewdhnliche GauB-Kummersche Gleichung

a! ad .
(119) A=ty +[r—(+B+ 1)tz —«py=0

itbergeht, gestalten sich die Formeln (105) und (106)~ffblgendermaﬁen :
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Qs —a I TA+g—o+ )T +o—e+) ,
(116) (@) == i +o—etn T 0+ o= et

v=0

i=1,2

@)= (YN A+~ + ) TU+o—e+9)/ 1Y
(17 Jy(z) (x) r(1+6—61+v)r(1+6—-6,+ﬂ)( ?E)'

y=0

wihrend die Ubergangssubstitutionen (109) und (110) die Form erhalten:

W sinzm(o, — )% | sinm(o, — o) (F’
118) 1™ sinw(o, —o0,) "1 " sinzm(s, —0,) %
( p_sinnis —o) ) sinx@—e)§
2 gnm(o,—o) ! ' sinm(s, — 0,)
(°°’_ sin z (g, — o‘.):r’ 8in 7 (oy — G,)
(119) { 1 sinm(p, —o,) 1 51117‘((’2"‘01) $)
(&) 51nx£glj o'l)( ) + smn_(p,——ol):]”
! 8in 7 (e, — 0,) 1 sinm(o, — @) *

Durch die Annashmen (114) erhilt man die gewdhnlichen Formeln, wobei
allerdings die oben gewonnene Symmetrie einigermaBen verloren geht.

§ 14.
SchluBbemerkungen.

Einen wichtigen Platz in der Theorie der Gammafunktion hat stets
die Stirlingsche Formel eingenommen. In einer fritheren Arbeit*) habe
ich eine Herleitung derselben gegeben, welche von den gewdhnlichen
Herleitungen, sowie von der von Stieltjes®*) herrtihrenden ginzlich
verschieden ist, und welche zugleich mit der in § 8 entwickelten Theorie
der rez1proken Funktionen in einheitlichem Zusasmmenhange steht Jene
Formel lst in der Tat in der Formel

34ie

f T t(0) L

2me sinwz
S
3 o

(120) logF@+1) =— Cz—

k4 .
enthalten, die ich hier ohne Beweis anfithre. Aus dieser Formel, welche

einen bemerkenswerten Zusammenhang zwischen der Gamma- und der
Riemannschen Zetafurktion ausdrickt, geht die Stirlingsche Formel durch
Schiebung des Integrationsweges in negativer Richtung hervor.

Vom Standpunkte unserer einheitlichen Theorie der Gamma- und der
hypergeometnschen Funktionen bilden die in der herkdmmlichen Theorie

*) Eine Formel fiir den Logarithmus transzendenter Funktionen von endhchem

Geschlecht. Acta Math. Bd. 25.
*) Sur le développement de log '(@). Journal de Math. (4) Bd. 5.
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der Gammafunktion vorkommenden Integralformeln einen verschwindend
kleinen Teil von den Beziehungen, welche iiberhaupt entwickelt werden
konnen. Auf eine ausfifhrlichere Darstellung dieses Gegenstandes miissen
wir bei dieser Gelegenheit verzichten. Zu welchen interessanten Be-
ziehungen man hierbei gelangen kann, das zeigt eine Arbeit*) von Herrn
Voronoi, welcher seine Untersuchung ohne Kenntnis meiner zehn Jahre
frither entwickelten Theorie der reziproken Funktionen vorgenommen hat.
Eine Folgerung aus dem Reziprozititsgesetze (§ 8) soll indes hier hervor-
gehoben und an einem Beispiel beleuchtet werden.

Es sei ®(x) eine Funktion der Klasse (¢) im Sinne des § 8. Dann
it sich © auf mannigfaltige Weise folgendermaflen als bestimmies Integral
darstellen:

(121) (@) = f o, (2) 0,0 &,

wo ®, und &, ebenfalls gewisse Funktionen der Klasse (®) bezeichnen.
Dies ergibt sich folgendermaBen. Bezeichnet F'(¢) die der Funktion ¢
entsprechende reziproke Funktion, so kann F'(z) in der Formel
a+ 10
(122) d(2) = wa(z) z*dz
suf mannigfaltige Weise als Produkt von zwei Funktionen F, und F,
der Klasse (F) dargestellt werden. Ich setze voraus, daB F, und F,
ebenso wie F in der Umgebung jeder endlichen Stelle im Innern und
auf der Begrenzung des Streifens a < R(2) < B sich regulir verhalten
und daselbst bei wachsendem |z| = |s+7¢¢| durch die Formeln
| Fy(2)| = e 2111 £i(s,8), [ Fy(2)] = e 1! fy(s, 1),
|[F@)| = €21 f(5,8), 8+ 8=29
<charakterisiert sind, wo die & und f die in § 8 angegebenen Bedeutungen
besitzen. Bezeichnen nun @, und ®, resp. die den Funktionen F, und
F,; entsprechenden reziproken Funktionen, 80 hat man
o a+90
o) =k [F@eds, BE) _f¢,(t) t-1at,
G —f0
—81<a.rg(x) <+, u<a<ﬂ, a(éR(z)<4ﬁ.

Setzt man in (122) F(z) = F,(s) Fy(s) und fir F, den letzten. Ausdruck
ein, so folgt (121) durch Umkehrung der Integratlonsordnung

*) Sur une fonction transcendante et ses applications’ i Is son‘niatlon de quel—
ques séries. Annales de 1'Ecole Norm., 8. Série, T.'2F: " F90&:>" 502" IR
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Lim ¢, m* =DM —ptmTQ—p+m
m=e M—p.mm™*
_ =) —p ) T —p4m)
M(—u) m—1! m' ™~

auf. Wenn wir beriicksichtigen, daB fiir jedes u erstens
Lm{(1l—p+m)=1,

und zweitens — nach einem bekannten Satze von Weierstra —

Lim L& —#+m
m=co(m — 1)t m* "¢
ist, so erhalten wir

m I

. (— 1 . m + 1
T Lk RS
Lim ¢, m# = ¢ L also Lim — 1;

( m
hieraus folgt aber sofort, daB die Reihe (4) konvergiert, und zwar inner-
halb des Kreises mit dem Radius 1.

Da die Koeffizienten der Reihe (4) simtlich ganze transzendente Funk-
tionen von g sind, und da ferner der eben gefilhrte Konvergenzbeweis
ganz unabhingig von dem Werte von p ist, also auch nicht an die Be-
schrinkung R(u) < 1 gebunden ist, so stellt die Reihe fiir jedes beliebige
@ eine innerhalb des Konvergenzkreises analytische Funktion von z dar.
Es gilt nun nachzuweisen, da8 die Reihe auch fiir jedes u die Funktional-
gleichung erfiillt.

10. Zu diesem Zwecke definieren wir zunfichst eine Funktion
®,(2+ 1) mittels des ,Schleifenintegrals®

©) O+ 1)=—"CE8 LT gy (R >—1],

2me e~%—1
w

dessen Bedeutung wir folgendermafen festlegen. Die komplexe Integrations-
ebene der u sei lings der Achse der negativen Zahlen aufgeschnitten, so
daB in dem hierdurch gewonnenen Bereiche u—# eindeutig ist; und zwar
legen wir dieser Potenz den Hauptwert bei. Der Integrationsweg fithre
nun von einem unendlich fernen Randpunkte der negativen «-Halbebene
ganz im Inneren eines lings der reellen Achse sich erstreckenden Streifens
von der beiliufigen Breite # zu einem Punkte der reellen positiven Achse
und dann in einem entsprechenden Streifen der positiven Halbebene zu
einem unendlich fernen Randpunkte zuriick.

Da der Integrand nirgends unendlich wird und, falls nur R(s)>—1
ist, fiir w=— 0o von unendlich hoher Ordnung verschwindet, konvergiert
das Schleifenintegral fiir jeden beliebigen Wert von g.
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