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Uber die Singularitiiten der Mellin-Transformierten.
Von
Gustav DoErscH in Freiburg i. B.

§1. Das Problem und die Losungsmethode.
Wenn die Mellin-Transformation (abgekiirzt I-Transformation)

(1) %{@}—f281¢()dz=<p(s)

in zwei Punkten mit verschledener Abszisse und damit in einem Streifen
;< R s < x, konvergiert, so stellt sie dort eine analytische Funktion g¢(s)
dar, die sich eventuell in die Halbebene R s < z; bzw. R s = x, fortsetzen 1B,
dort aber im allgemeinen Singularititen aufweist. Das Problem, das wir
behandeln, lautet: Gegeben seien zwei Mellin-Transformierte ¢, = M {D,},
@o= M {D,}, deren Singularititen (in einer der in Frage kommenden " Halb-
ebenen) bekannt sind; was laft sich iiber die Singularititen von M {D;- D,} aus-
sagen ? Die Losung gibt u. a. ein Mittel an die Hand, um aus den verhiltnis-
mifBig wenigen bekannten!) R-Transformierten beliebig viele andere abzu-
leiten, die man zwar nicht explizit kennt, von denen man aber wenigstens die
Singularititen angeben kann.

Das Problem kann auch unter ausschlieBlicher Verwendung der Funkticnen
@1, @, und ohne Bezugnahme auf die I-Transformation formuliert werden,

denn in den Funktionsrdumen, die wir spater zugrunde legen werden, ist
X+ 100

) M@ P =55 [ 7o) gals — ) do
’E—-’LOO
Es handelt sich also darum, von den Singularititen zweier Funktionen auf
die Singularititen ihrer ,,komplexen Faltung‘ zu schlieBen?2).
Unsere Frage steht in Analogie zu der Aufgabe, aus den Singularitdten

zweier Potenzreihen?) f,(z) = 3 a,2" und f,(2) = Vb zn die Singularitéten
n=20 n=20
von 2 a,b,z" abzuleiten, welche durch den HapamarDpschen Kompositions-
n=20
satz gelost wird. Wihrend dieser dadurch bewiesen wird, daB in der zu (2)

analogen Formel
T =g [h(p)hEDT (2] - eonst)

der Integrationsweg im Holomorphlebereich des Integranden verschoben wird

1) Wahrend weit iiber 1000 Laplace-Transformierte explizit berechnet worden sind,
diirfte die Zahl der bekannten M-Transformierten kaum 100 erreichen.

%) Die komplexe Faltung, die friiher nur in rein theoretischen Zusammenhéngen vor-
kam, tritt neuerdings auch in der physikalischen Literatur auf.

%) Genau genommen miifiten Laurentreihen, verallgemeinert auf Dirichletsche Reihen,
zur Analogie herangezogen werden.
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{eine Methode, die auch auf (2) anwendbar wire), gehen wir bei der 9-Trans-
formation einen anderen Weg, der dadurch, dafl er gewisse tiefere Satze iiber
die M-Transformation benutzt, die Zusammenhénge durchsichtiger erscheinen
148t und auBerdem die Hauptteile von ¢(s) unmittelbar liefert. (Umgekehrt
konnte man diese Gedankengiinge auch auf die Potenzreihen iibertragen und
so einen neuen Beweis fiir den HapamMarDschen Satz erhalten.)

Vorab ist zu bemerken: Um sowohl fiir die Originalfunktionen @(z) als
auch fir die Bildfunktionen @(s) Rdume zu bekommen, die unabhingig von
der M-Transformation durch innere funktionentheoretische KEigenschaften
charakterisiert werden kénnen und fiir die weiterhin neben der Formel (2)
auch die ,,komplexe Umkehrformel®

z i
1 ~
(3) - D) =5 z 8 @(s)ds

ohne Einschrankung giiltig ist, legen wir folgende, schon von MELLIN benutzten
Klassen zugrunde?) (es wird in der Folge immer
z=ge? s=x+iy
gesetzt).
Klasse B: Die in einem Winkelraum &, < & < @, (mit eventuellem Aus-
schluB des Nullpunktes) analytischen Funktionen @(z), die bei z = 0 und
z = oo Potenzabschitzungen geniigen:

D) =Co % fir p=1, [PR)ECo = firp>1 (ry<a,).

Klasse b: Die in einem Vertikalstreifen z; < » < @, analytischen Funk-
tionen ¢(s), die bei y = 4+ co Exponentialabschitzungen geniigen:

[p(s)] < Ce ™Y fiir y <0, |@(s)| < Ce %Y fiir y=0 (Ph<dy).

Jedem @ ¢B entspricht vermoge (1) ein @ € b, aus dem man @ durch (3)
zuriickerhilt ; jedem @ € b entspricht vermoge (3) ein @ ¢ B, aus dem @ durch
(1) zuriickgewonnen werden kann. Zwischen den Funktionen der beiden
Klassen besteht also eine eineindeutige Zuordnung. Sind @, und @, zwei
Funktionen der Klasse B (mit denselben 9,, #,), deren Konstante z,, x, wir
durch obere Indizes unterscheiden, so ist @(s) = M {D;- D,} eine in dem
Streifen D+ 2P <R s < 2P+ 2 analytische Funktion der Klasse b, fiir
welche gilt::

x4+ 1to0
(4) p(s) = ?717; #1(0) @y(s—0)domit 2 < z < 2, D < Rs — z < 2P
r—1ro0

Unsere Beweismethode ist nun die folgende: Wenn zwei Funktionen ¢y, ¢,
aus b in je einer (linken) Halbebene Pole haben, so besitzen die entsprechenden
Funktionen @,, @, aus B asymptotische Entwicklungen (fiir z —0), deren
Koeffizienten und Exponenten sich aus den zu den Polen von ¢,, ¢, gehorigen
Hauptteilen ergeben (Hilfssatz 2 in §2). Das Produkt @,- @, gehort auch

%) Fiir die im folgenden benutzten Bezeichnungen und Tatsachen siehe G. Dorrsch:
Handbuch der Laplace-Transformation, I. Band, S. 408, 414. Basel: Verlag Birkhiauser
1950.
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zu B und hat die durch gliedweise Multiplikation der vorigen Entwicklungen
resultierende Reihe zur asymptotischen Entwicklung (Hilfssatz 1). Wenn
aber die Funktion @ = @, P, B eine asymptotische Entwicklung besitzt, so
hat die entsprechende Funktion ¢ = M {P} = M {D, D,} Pole mit Haupt-
teilen, die sich aus den Koeffizienten und Exponenten der asymptotischen
Entwicklung von @ ergeben (Hilfssatz 3 = Umkehrung von Hilfssatz 2). Da-
mit sind die Pole von ¢ und ihre Hauptteile letzten Endes aus denen von
@, @, berechenbar.

Wenn es sich bei ¢,, g, um rechte Halbebenen handelt, so treten bei @,
@, asymptotische Entwicklungen fiir z — oo auf.

In §2 sind die benutzten Hilfssitze zusammengestellt, in §3 wird der
soeben skizzierte Beweis durchgefiihrt.

§ 2. Hilfssiitze.
Hilfssatz 1. Sind @, und D, fiir z—0 asymptotisch in Reihen der Form

D,(2) = 3 [0 + oV (— logz) + -+ + a®) (—logz)fs] 2% (R A< R A< -+ — o)

v=0

2)= Y [0+ b (—logz) + -+ + b(,f!‘>(— logz)u]z"n  (Rag< Rry< =~ 0)
n=0
entwickelbar, so wird @(z) = D,(2) - P,(2) asymptotisch durch die Reihe dar-
gestellt, die durch gliedweise Multiplikation beider Reihen und Ordnen mach
Potenzen von z entsteht.

Beweis: Man kann annehmen, daf8 die Folgen 4, und #x, iibereinstimmen,
indem man sie zu einer Folge vereinigt und die in einer Reihe nicht vor-
kommenden Potenzen mit dem Koeffizienten 0 versieht. Ebenso kann man
die zwei gleichen 4,, », entsprechenden k,, [, als gleich voraussetzen. Schlie3-
lich diirfen alle R Z,, und R %, als = 0 angenommen werden, weil anderenfalls
fiir die Funktionen 2z~ %@, (z) und z=* @, (2) diese Voraussetzungen erfiillt
sind. — Die asymptotische Entwickelbarkeit von @, und @, bedeutet:

n
D,(2) = Y [0V + - - - + a®) (— log 2)%] 2% + O (z'n* n),

v=0

L [b(°)+ + bk (— log 2)fu] 2%u + O (z*atn),
"=
wo die ¢, gewisse kleme positive Zahlen sind. Also ergibt sich:
D,(2) Dy(z) = 3 [aD60 + - -« + a®) bED (— log z)kr k] 2ht Mu
A+2,S1,
-+ E [a(,m b‘(uO) I a(,kv) b(lf’ll) (— lng)kv+kM] 2hvtay
Ay < A+ Ay 52,

n
+ X2 [@”+ -+ o) (= log 2)] 24 - O (2707 °n)

v=0

+ 3 5 B+ - -« + bW (— log 2)%u] 2% + O (2%t *n) + O (220t 2n).

,u—
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Wegen R 4, = 0 sind fiir z — 0 die vier letzten Summanden gleich
0 (21"-{-%) + 0 (z1n+‘;{) + 0 (z)‘n'l' 6’;!,,) + 0 (z2ln+2sn) =0 (zln+€;z”),
womit die Behauptung bewiesen ist.

Hilfssatz 2. Die Funktion ¢(s) sei in einer linken Halbebene Rs < a ana-
lytisch bis auf die Pole — Ay, — Ay, .. .mita > —RAy> —RA4> - - — oo,
Der Hauptteil der Laurententwicklung bei — A, habe die Gestalt

ol o)
R R R
Nach Ausschluf der Pole durch kleine Kreise gelte in jedem Streifen ay< x < o
(a, beliebig < a) eine Abschitzung der Form

¢ (@ + i y)] < K (ag) e~V (B fest > 0).
Dann ist p(s) in — R Ay < Rs < a eine b-Funktion. IThre zugehorige B-Funktion
x+100
1
D(2) =57 / z % @p(s)ds (—RAh< z = a)
& —1 oo

ist in dem Winkelraum |3| <&, analytisch. In jedem kleineren Winkelraum
[#] = F¢— O geniigt sie einer Abschiitzung
B = C (9) J2|° fiir o) > 1,
wahrend sie fiir z—0 in || < 9, (gleichmdifig in |9 < Gy— ) die asymptotische
Entwicklung besitzt:
% @) 2

al’ v -
@(Z) ~ go ai“+ 1r (“ IOg 2) + e+ —(lu———I)T (_ log Z)I"’ 1 Zli' .

Die Umkehrung dieses Satzes lautet:
Hilfssatz 3. @D(z) sei analytisch tn dem Winkelraum |3 =9, und habe
dort gleichmifig fiir z —0 die asymptotische Entwicklung

@(Z) ~ E‘ [b(uO) + b(vl) (— log 2)+ 0+ b(ka)("' logz)"”] 2 R Ao<%ll < +re>00),
v=20

wihrend gleichmdifig fiir z — oo gilt:
D()=0 () mit 1<RA,.
Dann ist D(z) eine B-Funktion. Die zugehirige b-Funktion

@(8) = }Oz"—l D(2) dz

0
ist in der Halbebene Rs < — t meromorph; die Pole sind die Punkte — A,, die
entsprechenden Hauplleile lauten:

1 1! k!
) __ — 1 ____~° ... (ky) V'
O T U Gy T Y e

In jedem Streifen — 1,< & < — v — § gemwiigt @(s) nach Ausschluf der darin
liegenden Pole durch kleine Kreise etner Abschitzung der Form
lpe)] = C (zo, 8) =10,

Die Hilfssitze 2 und 3 wurden fiir den Spezialfall, da3 die Exponenten A,
(d. h. die Pole — 4,) eine dquidistante Folge auf einer Parallelen zur reellen
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Achse bilden, von MELLIN®) bewiesen. Sie gelten aber auch in dem oben
formulierten allgemeinen Fall®).

§3. Ein Satz iiber die Singularitiiten von Mellin-Transformierten.
Das eigentliche Ziel dieser Arbeit ist der folgende
Satz. Die urspriinglich in den Streifen x{ < x < x3 bzw. xi'< x < x5 kon-
vergenten IMM-Transformierten @i(s) = M {D,}, Py(s) = M {D,} seien in den
Halbebenen Rs < ) bzw. Rs < x5 analytisch bis auf die Pole — A, (R Ay <
RA <+ >oo) baw. — 4, (RA <R A< - - - o) mit den Hauptteilen
oD o)

®) YA
baw.

d(l) d(ku)
(6) 8+l” + + (3+A”)k” .

In jedem Streifen zy < x < xy bew. )< x < xy (xy und xy beliebig < x5
bzw. xy') gelte nach Ausschluf der Pole durch kleine Kreise die Abschiitzung

lga(@ + i y)| = K' (20) e %W baw. |@y( + i y)| < K" (ap) €= %W (5> 0).

Dann ist die zundchst in dem Streifen — R Ay — R Ay'< Rs < x5 + 25 kon-
vergente M-Transformierte (s) = M {Dy- Dy}, die dort auch durch
x+ 100
@1(0) Pa(s —0)do (— RA <z < xp, — RAY <Rs— x < x3)
r—1%
defintert werden kann, in der ganzen Halbebene R s < xy+ x3 analytisch mit
Ausnahme (hiéchstens) der Pole — A, — A,/ mit den Hauptteilen
Iy (o) 7(B)
¥ o+ f— 2) e, dy,
@ P 52 (“T27°) ermriger-
(Ergeben mehrere — A, — A, denselben Wert, so sind die entsprechenden Haupt-
teile zu vereinigen. )

Bemerkungen: 1. Wenn der Hauptteil (7) identisch verschwindet, so ist
— A, — A, kein Pol, sondern eine Stelle der Holomorphie von ¢(s).

2. Hat eine der Funktionen ¢,, ¢, in der betreffenden Halbebene keine
Singularitéten, so gilt fir ¢(s) dasselbe.

3. Sind speziell die Pole — A, und — A, einfach mit den Residuen c, bzw.
d,, so sind auch die Pole von ¢(s) einfach mit den Residuen c,d,,.

Beweis: Nach Hilfssatz 2 sind die Originalfunktionen @,, @, der Bild-
funktionen ¢,, @, analytisch in || < &, und geniigen in |§| < J,— 6 den Ab-
schiétzungen

|D,(2)] < C'(8) 2| =% baw. |Dy(z)] < C” (8) |o|~%  fiir |¢| > 1,

8) Hy. MELuIN: Die Theorie der asymptotischen (sic) Reihen vom Standpunkte der
Theorie der reziproken Funktionen und Integrale. Ann. Acad. Sci. Fenn. (A) 18 (1922),
108 8.; siehe die Wiedergabe in G.DoErscu: Theorie und Anwendung der Laplace-
Transformation, S. 256—262. Berlin: Julius Spnnger 1937.

%) Vollstindig ausgefiihrte Beweise siehe in dem demnéchst erscheinenden II. Band
des unter 4) zitierten Handbuchs, Kap. 6 § 3 und Kap. 5 § 2.

Math. Ann. 128. 12
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wiihrend sie fiir 2 - 0 gleichméfig in || < J,— J asymptotisch so entwickelbar
sind :

(8) Dy(2) = i [c‘f’—% —cﬁ) (—logz) + -+ + (—l;c—g% (— logz)’"_l} 2
bzw. .
O B~ 3 e+ B o+ M (- logate] 2
1=0 ‘ (]b,u— 1!
Folglich ist @,- P, eine B-Funktion, die in [#] < d,— § der Abschitzung
|D,(2) Dy(z)| < C () |2+ 2D fiir || > 1

geniigt und nach dem Hilfssatz 1 eine asymptotische Entwicklung besitzt,
die durch gliedweise Multiplikation der Entwicklungen fiir @, und @, entsteht.
Ihre entsprechende M-Transformierte (s) ist eine b-Funktion, die fiir
—RA—RA<R s < x5 + x3 durch (1) gegeben ist, die sich aber nach Hilfs-
satz 3 in die Halbebene R s < x5 + x5 fortsetzen liBt bis auf die Pole
— A, — A}, wobei in dem zugehorigen Hauptteil jedem durch Multiplikation
von (8) und (9) entstandenen Glied der Form
a” 4P
@—1! (B—1)!

(— logz)*+p=2 z# + 4
ein Partialbruch
cg,“) dﬁf) ) (x4 f—2)! _ (0‘ +B8— 2) o 705,“)7d(,f’ 7
(e—DIB—1 (s+A4+4)x+F-1 (s+ A+ A +F—1
entspricht. Damit ist die Behauptung bewiesen.
Beispiel: M {T}TE} =

ox—1

———konvergiert in 0 < Rs <1, ist aber in
smmas

R s < 1 meromorph mit den Polen — A,= —»(»=0,1,...) und den Resi-
duen (— 1)*. M {e*} = I (s) konvergiert in 0 < Rs < oo, ist aber in Rs <

meromorph mit den Polen — g (4 =0,1,...) und den Residuen L_’;l'—)'i . Die

Funktionen ;if;;und I’ (s) geniigen in jedem Vertikalstreifen Abschitzungen

der Form O (e~ "¥!). Also ist die transzendente Funktion

oo Z -+ 100

/zs-lle-_i-zzdzzzjm'/ 7l do O<z, 0<Rs—xz<1)
0

sinm (8 — o)
T 1o

in der ganzen Ebene analytisch bis auf die Pole — » (x = 0,1,...). Da jeder
Pol — » auler » = 0 auf mehrfache Weise in der Form — v — y zustande
kommt, erhilt man fiir die Residuen in 0, — 1, — 2, ... die Werte

1 1 1 5
Lo gt e Dl= =2 gt (D (= )+ 1-1=5,

1(—31?)+(—1)~2—1!—+1(—%)+(— Dl-—3,...

Natiirlich gilt ein entsprechender Satz fiir den Fall, dal die Funktionen
@1, @3 in rechten Halbebenen meromorph sind.

( Eingegangen am 17. Mdrz 1954.)
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