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Die Funktionalgleichung der Zetafunktion und der
Dirichletschen Reihen mit periodischen Koeffizienten.

Von
Walter Schnee in Leipzig.

Das schonste Resultat iiber die Zetafunktion, das schon Riemann be-
weisen konnte, ist die nach ihm benannte Funktionalgleichung. Aber die
beiden Beweise, die Herr Landau?) in seinem ,Handbuch“ darstellt, sind
immer noch sehr lang und kompliziert, weil sie beide auf Kunstgriffen be-
ruhen, deren Zweck sich erst nach langen Untersuchungen durch den Erfolg
aufklirt. Der in dem neuen dreibindigen Lehrbuch von Herrn Landau?)
enthaltene Beweis ist sachlich von dem ersten dieser Beweise nicht ver-
schieden. Nun hat im vorigen Jahr Herr Mordell®) einen neuen Beweis ver-
offentlicht, der aber schlieBlich sogar noch in der Umgestaltung von Herrn
Rademacher®) trotz knapper Darstellung reichlich kompliziert ist. Diese
beiden Arbeiten veranlassen mich aber, einen Beweis der Funktionalglei-
chung mitzuteilen, den ich mir schon vor Jahren fiir Vorlesungszwecke
gurechtgelegt habe und der auch die Grundlage der Leipziger Dissertation
von Herrn Willi Langer®) bildete. Dieser Beweis scheint mir zugleich
durchsichtig und vollig elementar zu sein, und ich stelle ihn daher absicht-
lich in derjenigen Breite dar, in der er fiir einen Leser, der nur die Grund-
lagen der Analysis und nichts aus der Theorie der Zetafunktion kennt, am
leichtesten verstindlich ist. Im Anschlufl daran beweise ich u. a. eine Funk-
tionalgleichung, der jede Dirichletsche Reihe mit periodischen Koeffizienten

1y ,Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen”, Teubner 1909,
1, 8. 270—299.

%)  Vorlesungen iiber Zahlentheorie“, Hirzel 1927, 2, 8. 63—69.

%) Cambridge Phil. Soc. Proc. 24 (1928), Part 4, 8. 585— 596.

4) Math. Zeitschrift 31 (1929), S. 39—44.

3} ,Einige Anwendungen der Eulerschen Summenformel“, Jahrbuch der Phil
Fak. Leipzig 1921, 2, 8. 165—170 (Auszug).
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geniigt; diese ist ganz iiberraschend einfach und scheint mir, wenn man
sie auf die in der Zahlentheorie eine so groBe Rolle spielenden Charakter-
reihen (L-Reihen) anwendet, die Quelle zu sein, von der aus ihre Funk-
tionalgleichungen erst recht verstandlich werden.

§ 1.

Ich gebrauche aus den allgemein bekannten Grundlagen der Analysis
die Funktionalgleichung der Gammafunktion

(1) r'(s)=(s—1)I'(s—1)
und die beiden Integraldarstellungen

I’(s)cos%‘— ~ I'(s) sins—;i
(2) ———=|2""teosaxdr, ———=
a a
0

<0
fxs”lsinaa:dx,
L]

die bei positivem @ beide in dem Streifen 0 < ¢ <1 konvergieren, wo wie
iiblich s = o--14 gesetzt ist; daB die zweite Gleichung sogar im Streifen
—1< 6 <1 konvergiert, wird im folgenden nicht benutzt. Ferner ge-
brauche ich die folgende wohl bekannte Gleichung aus der Theorie der
Fourierschen Reihen

(3) :1;=‘2(sinx-—§i—n—2ﬁ—{—

sin3x
32 ),
die fir — 7z <z <=z gilt und wo die Reihe rechts bei beliebig kleinem
positiven ¢ im Intervall —z+ & <& < — ¢ sogar gleichmiflig konver-
giert. Durch die Substitution = 27 (% — §) geht diese Gleichung iber in
1 g Sv sin 270

TR

£o|

n=1
fir 0 <® <1, und es ist daher, wenn bei reellem 2 der Ausdruck [z]
die groBte ganze Zahl < x bedeutet und & =z — [x] gesetzt wird, fiir
jedes nicht ganzzahlige x
1 07 sin 2
(4) ‘p(x):g"ﬁ:zsm %%a:;

aTh
a=1

diese Reihe konvergiert gleichmiBig in jedem Intervall m e <o <m+1—¢,
wo m eine beliebige ganze Zahl und e eine beliebig kleine positive Zahl ist.
Fiir die Zetafunktion, die in der Halbebene o > 1 durch die Reihe

ORI
n=1
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definiert ist, gebrauchen wir nur die wohl bekannte Umformung

1
14l f
C(S) + s—1 (n+t9)’+1
die sich ergibt, wenn man das ¢-Integral durch partielle Integration aus-
rechnet; die Reihe rechts aber konvergiert sogar in der Halbebene ¢ > 0,
wie man sofort aus der Abschitzung

1

| ?
i ddé | 1
| i G — -
erkennt. Hieraus ergibt sich weiter fiir die Halbebene ¢ > 0
1 1 (3—8)dd
(5) {(s)=g+=—g+s 2]@4-5@’

da aber die partielle Integration die Formel

1 1
(6) F-%)ds _ s+1f(_q9—15‘2)cl19
g (b8t 2 (np )
und damit die Abschitzung

1

1 ;
<%“”>d'9’i<18+1§.,,W1,~f(¢9~.,9‘3)d0-_—is*’”-—i—
]

30 (n“i"‘g)ﬂ-li = 2 no+2 12 no+e

liefert, so konvergiert die Reihe auf der rechten Seite von (5) sogar in
der Halbebene o > — 1. Da weiter in der Halbebene ¢ < 0 die Formel

1
(3 —%)dd 1 1
! 9

gilt, so erhdlt man aus (5) fiir den Streifen —1 < 6 < 0 die Darstellung

_ (3—9)ds _ fw)
™ (o) = szf e 2,
wo ¢ (z) die in der Gleichung (4) auftretende Funktion von z ist, die an
den ganzzahligen Werten von z Sprungstellen besitzt.

Ersetzt man s durch 1 — s, so erhilt man fiir den Streifen 1 <6< 2
die Darstellung

Z(l~s):(l——-s)f§;(2da:,
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also unter Benutzung von (4)

(=]

® C— )= (1) [ L, Santans

N
0 n=1

Wenn es nun gestattet ist, in dieser Formel fiir 1 < 6 < 2 die Reihenfolge
der unendlichen Summation und der unendlichen Integration zu vertauschen,
so ergibt sich hieraus unter Benutzung der zweiten Formel (2), in der
nur s durch s — 1 zu ersetzen ist und schlieflich unter Benutzung der
Funktionalgleichung (1) der Gammafunktion:

(9) Z,'(l~8)::(1~s)§-£7zjxs"esin2nnxdx

® I“(s—l)sin(s—&)%—

1
=(1-— 8)2;9_@ o

7 1 87
=———-Z——.=~Tf(s)cos~«21£(s).

Damit ist die Riemannsche Funktionalgleichung zundchst im Streifen
1< o< 2 bewiesen; beriicksichtigt man aber, daB wir die Zetafunktion
bereits sukzessive aus der Halbebene ¢ >1 in o> 0 und schlieBlich
6 > — 1 fortgesetzt haben, so liefert die Funktionalgleichung infolge des
Prinzips der Permanenz der analytischen Beziehungen, auf dem ja die
analytische Fortsetzung iiberhaupt beruht, die Fortsetzung der Zetafunktion
iiber die ganze s-Ebene hin, und die Funktionalgleichung gilt also fiir
jeden Wert von s.

Es bleibt also nur iibrig, nachzuweisen, daf die Vertauschung der

beiden unendlichen Prozesse gerechtfertigt ist. Dazu gehen wir aus von
der Gleichung

1 1
1-— : -5
mtl- - - mtl-
(10) Mz NysinZany N1 L z sin2anzda
x‘z—s% L N lyzn ’
= = 1
m+ﬁ m+ﬁ

in der m eine ganze Zahl >0 und N eine ganze Zahl > 2 bedeutet,
wihrend s bei den folgenden Betrachtungen immer einen festen Punkt im
Streifen 1 < 0 < 2 darstellt. Diese Gleichung ist gerechtfertigt, da ja die
unendliche Reihe in dem endlichen Integrationsintervall gleichmiBig kon-
vergiert. Es ist also nur nachzuweisen, daB bei festem ganzzahligen m > 0
die Beziehungen



382 W. Schnee.

1
mt—
lim Z;ﬁf z* ?sin2xnzdr =0,
== o
n=1" 5
(11) @ ) m+1
lim Z;ﬁ f 2 sin2nnadr =0
N=oo%=1 )
m+1'-ﬁ-

gelten. Dann folgt aus (10) durch den Grenziibergang N — oo
© m+1
fxg 32/ 7 sin 2z na '—2,,1% fxs«gsm2nnxdx.
m

Es ist daher fiir jede positive ganze Zahl X, wie man durch Addition
dieser Gleichungen fir m =10, 1, ..., X —1 erkennt:

X

(12) f P § szanx— E, pon f ~?sin 20 z dz,
x®
0

n=1 n=1

und es ist jetzt nur noch nachzuweisen, dafl

[2]

(13) ‘%H{}og,’;ﬁf **sin2znaxdr =10

ist. Dann folgt aus (12) durch den Grenziibergang X = co

0
was zu beweisen war. Es fehlt also nur der Nachweis von (11) und (13)

fir 1<o<2.
Es sei Y>1 und N die kleinste ganze Zahl > Y. Dann erhalt man:

o o 1 © ¥

sin 8z y ﬁfsinZn#dt‘) J‘ . 1 1
BT gy = ) | 220 = 27 ddd —
fy‘“ Y % (n+8)** Z sn2add ((n+19)2“ (n+é+9)2“>

N

<o

© »

sin 27 nx 1 5—2 -

E __J]m Jx sm2znzde,
n=1 5

ntgt+d
dy
w(2-—8)2Nme2:m9dﬁ ot
R=N O n+d

1 oy i oe) % : joel
;J azyd l 12 —s] yf a9 < 12—81J' dy

i -0 —@
¥ ye s 2 = (n—}-ﬂ-)s 2 P y?

1 '2—s| 1 1 |2—-s] 1

2 T2 pNie=2 2—¢ ye-o’
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und auBlerdem

, N |
| [ sin2xy | 1
) W <y
Iy !
Folglich ist fiir jedes ¥ > 1
. [
sin2zy , | 3 2-s, 1 3 2-s
(14) 1."”’;:;‘*‘19*<§‘7T P2,
'y
Hieraus folgt fiir jedes n>1 und X >1
b , 2 9
sin 27 na 1 sin 2= y 1 8 i2—s' 1
eJ 22— dx§=!ns-1f 2—~s d na—z'-?__' 2 ¢ : (nX)‘Z""
aX
3 2-s 1 .
2 - n. X%’
also ist fir X >1
ijl sinanxd <ﬁ_ 2—s 1 1_ = ‘25! 1
an ) e TIS9m TeTs T xe o.glnz I 2 s xoo
n=

und hieraus folgt (13) fiir 6 << 2
Ferner ist fiir 0 <y, <y, <1 wegen o >1

' W 1
{

fsm2:zy 'S‘Zﬂ'f‘@“fzﬂf dyo_:g_’_t<2n;
= yl—a P yi- ¢

Yo

kombiniert man dieses Resultat mit (14), so erhalt man fiir 0 <y, <y,
bei beliebigem y, und ¥,

P , ,
[ | sin2=y , 2 gl
ifﬁ"e—s dy§<(2n—{—8) 5o >
Ly Y
und daher fiir n 21, 0 <2, < 2,
| T , ) na,
(15 ; sin27znz 5 ] meny 27!%‘3.}2—«82
D) I$ R ‘ iﬁi;’::_l 2 a1t 2—q
£ Q

Ferner ist fiir ganzzahlige Werte von m >0, n >1 sowie fiir N> 2

w11
gi-¢ o—1 N°-L°
6
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Also ergibt sich bei ganzzahligem N > 2 und | ganzzahligem m > 0 aus (16)
und (15)

1
w5

‘ N
sm2:rnx 1 1 -y n+3 i2—s
<17) ﬂ_{’ f dz <£ﬂﬂ- o—1 pe-1 Ne-1 ‘”:%-’ 1ym, 2=t 9 5

IogN+1+(-27z+3)5—§{:‘5

a(s—1)N°—*

woraus die erste der beiden Formeln (11) fiir 1 < ¢ < 2 folgt und sogar
gleichmifig fiir die ganzen Zahlen m > 0. FEbenso erhilt man analog
zu (16)
1
o+l

N
f sm2~znx f 51;172757“9: a0 <*] 1 )
z*s g (m+1-9)2=" o—1 yo-z

m+1—-\7

&

und daher analog zu (17)

ok

sin 2z n x
e T e,
xz¥ w6 —1)N°-*

m+1 2— |
1 . lOgN—rl (?7*‘3)'*"5:.—0*"
an

n=1 ’ 1
m—}-l-—«w

so daB auch die zweite der Formeln (11) gleichmaBig fiir die ganzen
Zahlen m > 0 gilt.

§2.

Der Grundgedanke dieses Beweises der Riemannschen Funktional-
gleichung ist sehr durchsichtig, weil er ja nur in dem formalen Ubergang
von (8) zu (9) besteht. Aber es ist miihsam, die Vertauschbarkeit der
beiden unendlichen Prozesse nachzuweisen. Deshalb méchte ich noch die
folgende Beweisanordnung auseinandersetzen, welche diese Schwierigkeit
fast ganz umgeht und zugleich neue Einblicke iiber die sukzessive Fort-
setzung der Zetafunktion in die Halbebenen 6 >0, 6> —1, 6 > — 2 usw.
gewihrt, die so auf der Hand liegen, daB ich sie unter Beschriankung auf
das Ziel der Untersuchung nicht niher auszufithren brauche. Aus (5)
und (6) ergibt sich die Darstellung

o 1
1, s(s+1) v [ (8—9%)do
=g+ +0S f’“‘m

3
%=1 g (n+ﬂ)&72
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die in der Halbebene ¢ > — 1 konvergiert. Hieraus folgt, zunichst wieder
fir 6 > —1:

1 F2— 9 ad
T =

Nun aber liefert die partielle Integration

3

1 1
f<192_0+ Ddd s+2f(219~3— 392+ 9)dd
(n+ )2 6 (n-9)5ts

so daB die Darstellung (18) sogar in der, Halbebene 6 > — 2 konvergiert.
Ferner ist fiir 6 << —1

G T2 T soT T

1
_s(s+1)f(02f0'i) 1 1 . s
; )dv

so daf man aus (18) im Streifen — 2 < 6 < —1 die Darstellung

: , 82— 9 +1)dd
(19) oy 2D 3 [0t a0
n=0 ¢
erhalt.
An Stelle der Reihenentwicklung (3) miissen wir jetzt die Gleichung
x2 = %— —4 (cosa: »902*3% + 00;23?— — >

heranziehen, die im Intervall — = < 2 < @ bei absoluter und gleichmiBiger
Konvergenz gilt. Durch die Substitution x = 2x (¢ — %) ergibt sich fiir
0<9L1

[ee]
cos 2z nd
e

o

o =

n=1 (zn)?
und hieraus fiir jeden reellen Wert von z

(20) y)(x);—_«ﬁe_ﬁ_i_%; 2282:””;

= (= n)®

wo wieder & — « — [z] ist und die Reihe rechts absolut und gleichmifig
fiir alle 2 konvergiert. Also ergibt sich aus (19) die im Streifen — 2 <o <<—1
geltende Darstellung
£(s) = — s(s+ 1) J
L]

Mathematische Zeitschrift. 31, 25
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Man erhilt daher fiir 2 <6< 3:

5(1—-—-8)— (1—8)(2-—--——'f‘lp(x)xs 3dx

(s«l)(s—Z)J' s=3 g Zcos?n;nj
(zn)?

n=1

Die Vertauschung der beiden unendlichen Prozesse ergibt also wieder wegen
der ersten Formel (2) und wegen (1) fiir 2 <o < 3:

{(l—s)=— (8"1)2(8—2)2( - E fx“%os‘lainxdw
a=1 an

F(s—?)cos(s—-?) >

(s——l)(s—2)}‘1 1

(Jtn)' (‘)nn)‘ 2

=5 )31"'(5) MZ = o )AF(s)cos e (s).

Die Vertauschbarkeit ist aber jetzt wegen der gleichméfigen Konver-
genz der Reihe (20) fiir alle = viel leichter zu beweisen, da die zu (12)
analoge Gleichung jetzt trivial ist und nur noch die zu (13) analoge
Gleichung ganz ebenso wie im vorigen Paragraphen zu beweisen ist.

§ 3.
Wir wollen jetzt die Untersuchungen von § 1 auf die fiir 6 > 1 kon-
vergente Reihe

<
Lo w) =2 Gy
iibertragen. Dabei setzen wir w als reell voraus und nehmen ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit 0 <w <1 an, so dafl
E(s, )=1(s)

ist. Wir erhalten fiir 6 > 0 die bekannte Entwicklung

1
«x
1 1 1 ddd
(s, w) =ty e SZfW;
n=0 g

woraus sich analog zu (5) die fiir 6 > —1 geltende Entwicklung

(3—8)dd
(21) C(s ?.l))—“z‘ ws +8-'-1 w 1+ Zj(nfw_{_#)s-}-l

7=0 g
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ergibt. Hieraus aber folgt im Streifen —1 < ¢ <0 wegen 0 <w <1

1 (2_9)@ _(F—81d8
5(85 w)——ws + (w+&)s+1+ ?é)’ (n+w+1})5+1

1wz j? v () da
f e dz —!—80 ot w)

_ 1 Hfﬂx—@izdxﬂfﬁ@;w_x
X

s 1
zSFL

qo (x~w)dx
zstL "
0

Das ist die zu (7) analoge Gleichung.
Also ergibt sich fiir 1 <o < 2:

Z(l—s,w)z(l—s)fq’(x ®) g — (I—s)f sm2n:£x..w)

0

Nunmehr beweist man genau wie in § 1, daB die Vertauschung der beiden
unendlichen Prozesse gerechtfertigt ist, und erhilt wie dort fiir 1 <o <<2:

0

cos2:znw _a .
PPV 2  Psin2anzda

0

(1 —s,w)=( 1—-—8)2/

feed

_(1——3)25’11%”””[ *"*cos2anzde

1 fvoos2nnw T(s——l)sin(s—l)-;i
:( et 8),’; an - (2“‘,”)3,1

7

oy sin 2 n w Is—1 cos(s—l)—z—
-9 - =
opn N 2 (2z=n)

0

2 sz eos?nnu s:z oosin?ﬂ:nw
= (8){(308—2— v u + 2”_“;;;——*} .

n=1 n:l

Dieses Resultat gilt natiirlich in der Halbebene ¢ > 1; die Funktion (s, w)
ist also in der ganzen s-Ebene regulir bis suf den Pol erster Ordnung s =1

mit dem Residuum 1, den man natiirlich schon aus (21) findet.
25%
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l
Es sei nun w rational, also w = %

sind und I < k ist. Dann ist fiir 6 > 1

wo I und k positive ganze Zahlen

© cosg“— (kv+r)

% k ©
“‘70032:1’741:}14) ”ZZ (k,,+r)» _ ];;2008 27;:12 1

#=1 r=1 y=0

und ebenso

n=1 p==

7

Also geht die gefundene Gleichung fiir w =% in die folgende iiber:

(22) . {(1—s,w)

== @—thk—yF(s)g{ {s, —Z—) (eos 2xrw-cos %J—‘ +sin 2z rw -sinfgf},
die natiirlich nach dem vorangegangenen Resultat in der ganzen s-Ebene gilt.

g 4.

Wir wollen nunmehr den folgenden Satz iiber Dirichletsche Reihen
mit periodischen Koeffizienten beweisen:
Es. sei fiir eine positive ganze Zahl & bei beliebigem ganzzahligen n
die Gleichung
2(n+k)=7z(n)
erfiillt, so daB die Koeffizienten der fiir ¢ > 1 absolut konvergenten
Dirichletschen Reihe
@«
— Yz
L(8> - g n

die Periode & haben. Dann ist die Funktion L (s) in der ganzen s-Ebene
E

reguldr bis auf den Pol erster Ordnung s =1 mit dem Residuum % Sa(r),
r=1

wenn dieser Ausdruck == 0 ist; sonst ist natiirlich L (s) eine ganze Funktion,

Setzt man ferner:

L
VE

1S

(23) L S’zmms

=7, (n), 2()sin 2Z" — o (n),

.,
il
A
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sowie

— ﬁl;f;")’ LQ(S) :Zlgyf:z)’
n=1

n=1

so daf auch die Koeffizienten dieser beiden Reihen die Periode % haben,
so gilt in der ga.nzen s-Ebene die Funktionalgleichung

(24) L{—8) = *‘fr(s)(cos”L(SHSIn Ly (5)).

(2 )
Beweis. Aus der Periodizitit der Koeffizienten ergibt sich fiir o> 1

© k © k
(28) L() =X =Duln) Yprp = ) (o)

n=1

hieraus aber folgt schon wegen unserer Resultate iiber (s, w) die Fort-
setzbarkeit der Funktion L (s) iiber die ganze s-Ebene und ihr Verhalten
an der Stelle s = 1. Weiter ergibt sich aus (25), (22) und (23)

s—1 l
L1—s)=%"" Sz(0)¢(1 -5 )

k E
=J$éw@@%2mM%f

e

- S Mm~nm:m%hwk

die nochmalige Anwendung von (25) liefert die behauptete Funktional-
gleichung (24).

Hiernach kann man in (24) fiir s ganzzahlige Werte einsetzen oder
auch Frorterungen iber die Nullstellen der Funktionen L (s) ankniipfen,
wie das aus der Theorie der Charskterreihen bekannt ist, die natiirlich
die Hauptanwendung unseres Satzes bilden. Da fiir einen eigentlichen
Charakter die eine der beiden Funktionen y,(n) und y,(n) fir alle n
verschwindet, wahrend die andere sich von dem konjugierten Charakter
%(n) nur um einen von x unabhingigen Faktor ¢ mit dem absoluten Be-
trag 1 unterscheidet, so erhilt man aus (24) im Falle y(—1)=1

2e

L(l—3s)= -—(2 )3 I F(s)eos%—ti(s}
und im Falle y(—1)= ~—
L(1— F(s)sme(s},

(2 )’
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so daB erst an dieser Stelle die Zuriickfithrung auf einen -eigentlichen
Charakter und die Unterscheidung der beiden Fille nétig ist.

Wendet man im allgemeinen Fall auf die Ausdriicke L, (s) und L, (s)
in (24) noch einmal die Funktionalgleichung an, so ergibt sich natiir-
lich eine Identitit, da man

% (n) =';_(Z(n) +2(k—n)), Zan(n) ;%(X(n) — 2 (k—mn)),

Y12 (1) = Yo (r)=0,
also
L11(8)+L22<3)=L(3)’ LJ?(S)=L21<8):O
findet. ’

(Eingegangen am 6. September 1929.)
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