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Abschitzung der Dichte von Summenmengen

(I11. Mitteilung)

Von
FRIEDRICH KASCH

§ 1. Ergebnisse
1. In den zwei vorangehenden Mitteilungen mit dem gleichen Titel [2],
[3]Y) habe ich Abschitzungen der Dichte von Summenmengen aufgestellt,
wobei vorausgesetzt wurde, daB einer der Summanden eine positive Dichte
besitze und der andere eine Basis endlicher Ordnung der natiirlichen Zahlen
sei. Inzwischen erschien eine Arbeit von A. BRAUER [1]2), in der sich dieser
mit demselben Problem beschiftigt und dabei zu folgendem Ergebnis gelangt:

Ist A eine Menge natiirlicher Zahlen der Dichte

(1) «< 3,
und 1st B eine die O enthaltende Basis der natiivlichen Zahlen der mittleren Ordnung
() iz$,

dann gilt fiir die Dichie v der Summenmenge®) €=U+ B die Abschitzung

yzat+i{A—)2 31—}

Es erhebt sich die Frage, in welcher Beziehung dieses Ergebnis und sein
Beweis zu den Abschitzungen und der SchluBweise aus I und II stehen.

Wie im folgenden gezeigt werden soll, kann auf der Grundlage von I und II
unter schwicheren Voraussetzungen — insbesondere unter Vermeidung von
(1) und Abschwichung von (2) — ein schirferes Ergebnis bewiesen werden.
Dabei stellt auBerdem — wie ich glaube — der hier mitgeteilte Beweis eine
Vereinfachung gegeniiber dem Beweis in [I] dar und ist auch abgesehen von
der dadurch erzielten Verbesserung von Interesse. Im einzelnen sollen hier
die folgenden Sitze bewiesen werden.

Satz 1. Ist U eine Menge natiirlicher Zahlen der Dichte o, ist B eine die O
enthaltende Basis der natiirlichen Zahlen der mittleren Ordnung A und gilt

3+a(t —a) (3 —2a)?2
2(3 — 2a) ’

(3) Az

1) Wir zitieren im folgenden [2] bzw. [3] durch I bzw. II. Es werden die gleichen
Bezeichnungen und Definitionen wie in I und II benutzt.

2) Diese Arbeit wurde ohne Kenntnis von I und II abgefaB3t.

3) Bei A. BRAUER [I] wird nicht 0 € B vorausgesetzt, jedoch die Summenmenge als
Menge aller a+eb mit a €U, b€B und e=0 oder 1 erklirt, was offenbar die gleiche
Summenmenge € liefert.
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dann besteht fiir die Dichte y der Summenmenge €=U+ B die Abschitzung

(4) y2a+1}{2—|/}.2—3a(1—a)}.

Ersetzt man (3) durch eine stirkere Voraussetzung, dann kann (4) ver-
schirft werden. Dies besagt

Satz 2. Gilt in Satz 1 an Stelle von (3)

6 + 390 — 3802 4 8ad
(S) Az 2(3 — 2a) (2 + 30— 202’

dann besteht die Abschitzung
1 o« (4 o\ A
6) y2a+?{l—v4 —l/(l——4»)—3u(1—<x)}.

Wie man leicht feststellt, sind die in (3) und (5) rechts stehenden Aus-
driicke als Funktionen von « fiir 0 <« <1 monoton wachsend. Daher ergibt
sich sofort, daB fiir 0 <a <} Voraussetzung (3) iiberhaupt keine Beschrén-
kung fiir A bedeutet, wihrend (5) A = 1} nach sich zieht, was bereits giinstiger
als (2) ist. Fiir 0 <o <1 liefert (3) im ungiinstigsten Fall (fir «a=1) die
Schranke A = § und (5) 4 =42

Ersetzt man die finiten durch die asymptotischen Begriffe (im Sinne von I
und II), dann besteht der folgende Satz.

Satz 3. Ist U eine Menge natiirlicher Zahlen der asymptotischen Dichte a*,
und ist B eine asymptotische Basis der asymptotischen mittleren Ordnung 2*,
dann gilt fiir die asymptotische Dichte y* der Summenmenge U+ B die Ab-
schiitzung

* UL I U T R VEINL.J e ot }
Y=o +2{}. 2 V(z ) — sar (1 — a)).

2. In I waren die Abschidtzungen

yZa(1—|—c(a) 1—“), yZa(i +c(1—a) 1;“)

A
& e 1+ Jo+o

(1 + J)?
bewiesen worden. Dabei ist die erste Abschétzung fiir 0 <o < § und die zweite

fir § <o <1 besser. Wie man leicht nachrechnet, ist (4) dann und nur dann
besser als (7), wenn [auBer (3)]

/1<2|/1fm(1+]/07+a) fir 0<a<}

,1<2VL;_°‘_(1 F—at1—a fir <a<t

c(o) =

bzw.

gilt. Da die rechts stehenden Funktionen von a monoton zunehmend bzw.
abnehmend sind und fiir « =4 den Wert 3—{—1/5 annehmen, ist folglich (4)
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dann und nur dann besser als (7), wenn A <3 ]/5= 4,4... gilt und « hin-
reichend dicht bei } liegt. Entsprechend stellt man fest, daB (6) dann und
nur dann besser als (7) ist, falls [auBer (5)] A <<13,2... gilt und « hinreichend
dicht bei 4 liegt.

3. Man wird sich fragen, ob die in dieser und den vorhergehenden Arbeiten
aufgestellten Abschitzungen in der Nahe der bestmoglichen derartigen Ab-
schitzung liegen. Es soll hier gezeigt werden, daB sie jedenfalls fiir mittlere
Werte von « (d.h. « in der Nidhe von §) nicht ,,wesentlich* von der bestmdg-
lichen Abschitzung abweichen. Setzt man die Abschidtzung in der Form
a(l —a)

A
an, wobei c=c(«) eine stetige Funktion von « sei, dann gilt, wie sogleich ge-
zeigt werden soll, notwendig

Das liefert fiir « =4 die Bedingung ¢ <2, wihrend die bisherigen Abschiit-
zungen fiir « =4 und beliebiges A bereits ¢> # ergeben.

Die Schranke (9) wird durch das folgende Beispiel geliefert. Es seien

8) y—a=c

O<a<).

A={1,2,...,rn,sn+1,sn+2,sn+3,...},
B={0,1,sn+1,sn+2,sn+3,...,

wobei #, 7, s beliebige natiirliche Zahlen mir » < s sind; dann gilt

rn+ 1 1 sn+1
= Y= i _ — 5
Y sn +sn A 2

o=

r

s
Aus (8) ergibt sich damit
_sn+H1 1 1

2sno(1 —a) = 20(1 — a) + 2sna(l —a)’

und da diese Beziehung fiir jedes natiirliche # gilt, folgt (9).
] g
Eine entsprechende Aussage bestcht auch fiir die asymptotischen Begriffe,
wie das folgende Bcispiel zcigt: Es seien mit natiirlichen Zahlen » <s und
nz=2
A={sn¥+1, sn¥+2,...,703"; =iy, i+ 1,...}9,
B={sn¥+1, sn¥+2,...,s08"1; i=0,1,..};
dann gilt, wie man leicht nachrechnet
x_ 7 S x_nt1
oc-—s,y—oc—{—n,}. >
m, wenn ¢ (o*) stetig vorausgesetzt wird
und der Ungleichung y*— a* = ¢ (a*) ﬂ}; o)

4) 7, ist in Abhingigkeit von » und s so groB zu wéhlen, daB diese Kennzeichnung
von Y sinnvoll ist.

Daraus folgt wieder ¢ (a*) <

geniigen soll.
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§ 2. Beweise
1. Da die Beweise von Satz 1 und Satz 2 nahezu analog verlaufen, soll nur
der Beweis von Satz 2 vollstindig ausgefiihrt werden. Auf den Beweis von
Satz 1 geben wir lediglich einige Hinweise. Statt Satz 2 beweisen wir sogleich
die folgende Aussage:
Satz 2a. Ist U eine Menge natiirlicher Zahlen der Dichte o mit 0 <o <A, ist
B eine die O enthaltende Basis der endlichen mittleren Ordnung A und gilt (5),

dann geniigt die Anzahlfunktion C(n) der Summenmenge €=U+ B fiir jede
natiirliche Zahl w der Abschitzung

C(n) 1 o o \2

——n—Za—{-?{l—T— l/(l_j’r) —3Ja(1 —a)}.
Darin wird das Gleichheitszeichen hichstens dann angenommen, wenn dies 10
(5) gt

DaB aus dieser Aussage Satz 2 folgt, ist unmittelbar klar, wenn man noch
beachtet, da3 Satz 2 fiir « =0 und « =1 trivialer Weise giiltig ist.

2. Abweichend von der bisherigen Schreibweise, verstehen wir jetzt unter
o eine feste reelle Zahl mit 0 <a <<1. Ferner sei (4 4 B) (#) die Anzahlfunk-

tion der Summenmenge A + B. In Abdnderung des Reduktionssatzes aus I15)
gilt der folgende

Reduktionssatz. Es sei B eine die 0 enthaltende fest vorgegebene Menge®),
und es seien o und % reelle Zahlen. Besteht dann fiir alle Mengen W und alle
natiirlichen Zahlen n, die

(11) A28, i=l...8
und
(12) Min 40 _ A0
i=1,...,n 1 n
13) Min A+tB6H _ A+B®
Szl ey ” 7 - n

gentigen, die Ungleichung
(14) (4 +f) () >z,
dann gilt diese fiir alle Mengen U und natiirliche Zahlen w, die nur (11) allein

gensigen. Diese Aussage bleibt richtig, wenn in (14) an Stelle von > das Zeichen
= steht.

Beweis. Induktion nach n. Fiir =1 gilt die Behauptung nach Voraus-
setzung, denn dann folgen (12) und (13) aus (11). Sie sei bis # —1 bewiesen
[und zwar fiir alle Mengen U, die 4 (7) = a1, =1, ..., n—1 geniigen]. Sei A

8) Der Reduktionssatz aus II ist zum Beweis der vorliegenden Behauptung nicht
zu verwenden, weil die behauptete Abschitzung (6) bei festem A wegen (5) nicht fiir alle
Mengen U bewiesen werden kann.

%) Unter einer Menge wollen wir im folgenden stets eine Menge nichtnegativer ganzer
Zahlen verstehen.
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eine beliebige Menge, die (11) erfiillt; gelten dafiir die Bedingungen (12) und
(13), so ist nichts zu beweisen. Sei zunichst (13) nicht erfiillt, d.h. sei

Min

i=1...,n

4+B)H _(A+Bm . 4+,
1 2

m n

dann folgt die Behauptung auf Grund der Tatsache, daB sie fiir m bereits
gilt. Sei nun (12) nicht erfiillt, d.h. sei

Min A0 _ A _ A6

’

i=L...,n 1 m n
dann betrachten wir die Menge

U, ={a—m; aCU, a>m}.
Fiir diese gilt offenbar

Am(r)=A(r+m)—A(m)zA(m){’+’” —1}217, r=1,...,n—m.

m

Nach Induktionsvoraussetzung ist daher

(15) (Ap+ B) (n —m) > x(n —m),

bzw.
(4,,+ B) (n — m) = x(n — m),

falls in (14) das Zeichen = steht. Liegt eine natiirliche Zahl » <% —m in
A, + B, so liegt »+m in A+ B, und zwar im Intervall m <74 m <n, also
gilt

(16) (A4 + B) (n —m) < (4 + B) (n) — (4 + B) (m).

Aus (15) und (16) folgt unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung fiir A
und m die Behauptung.

Wie unmittelbar zu sehen, folgt auf Grund dieses Reduktionssatzes
Satz 2a aus

Satz 2b. Es seien B eine die O enthaltende Basis der mittleren Ordnung
A< oo und o eine (5) gentigende reelle Zahl mit 0 <o <<A. Dann gill fiir jede
Menge W und jede natiirliche Zahl n mait

(17) Min A0 _ 40 5 0 Mip @+B6O _ 4+B®
i=1,...,n 1 n i=1,...,n % n
die Ungleichung
(4 + B) (n) 1 « x\®_ _
(18) —n—'—'20€+—2—{l—7—l/(l—?) Fo (1 a)}

Darin wird das Gleichheitszeichen hichstens dann angenommen, wenn dies in
(5) gits.

3. Dieser Satz wird nun bewiesen. In I und II hatten wir zwei Funktionen
benutzt, die in bezug auf eine feste natiirliche Zahl # und eine feste Menge
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B folgendermaBen definiert waren:

D (m) ist die Anzahlder von 0 verschiedenen Elemente € B mit p +mEP(n);
E (m) ist die Anzahl der von 0 verschiedenen Elemente p € B mit p 4 m € P (n).

Diese Funktionen werden im folgenden (bei festem #) fiir verschiedene Mengen
B benutzt; zur Unterscheidung wird jeweils die zugrunde gelegte Menge als
Index angehéngt, also z.B. Dy (m), Eg(m). Seien ferner €=U+ B und R =
€~YU; dann gilt wegen 0€%B, d.h. ACE offenbar R (m)=C (m) — A (m),
(m=1,2,...).

Von A. BRAUER?) iibernehmen wir den folgenden

Hilfssatz. Ist B eine die O enthaliende Basts der mittleren Ordnung A, dann
gilt fiir jede natiirliche Zahl k < n:

k k

(19) ARR(m) — 3 (Eg(m) + R(m)) = 3, Dylm).

m=1 m=1

In I (und II) hatten wir die Beziehung

k R(n) n——kj—l
ZEm(m)z( ; )_ m%l R(m){R(m + k -+ 1) — R(m + &)}

m=1

bewiesen®). Wir setzen nun

(20) 2k=zn—1
voraus. Dann gilt
k n—k—1
ZRm) — X Rm){C(m+k+1)—Cm+R}=zo0,
m=1 =1l

womit aus (19) folgt:

ARR(n) — (R;”)) —"'flze(m) {Am+k41) — A+ B} = D) Dy(m).

m=1 m=1

Wie bereits in I gezeigt, gilt als Abschidtzung nach unten

k k A\ | "

> Dy(m) = > A (n—m) —( ! )+ ! A(m) {A(m+E+1)— A (m+ k).
m=1 m=1 m—1

Die beiden letzten Ungleichungen zusammen liefern
ARR(n) — (R;”))

(21) = 3 Amn—m)— (A(n) _}_”-ij—lC(m) {Am+k+1)—A(m+k)}
Zum Beweis von Satz 1 benutzt man stattdessen die Ungleichung, die man
hieraus erhilt, wenn man rechts in der Summe C () durch 4 (m) ersetzt.

7) Siehe [1], Formel (23).

8) Siehe I, Hilfssatz 2; daB hier & an Stelle von U in I steht, spielt beim Beweis von
Hilfssatz 2 keine Rolle; dieser gilt fiir beliebige Mengen.

Mathematische Zeitschrift. Bd. 66 12
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Wir setzen jetzt (17) voraus und schreiben im folgenden zur Abkiirzung

_Min i@—-—(—)= . Min £0 c,(,n) =y, y—«'=¢', y—a=p,

=1,...,n 1 i=1,...,n 1
so daB insbesondere R (n) = o' ist.

Aus (21) folgt nach dem Vorbild in I, indem man auf der rechten Seite
C (m) durch ym abschitzt und dann auf die Summe Abelsche Summation

ausiibt:
m\ _
(22) kR (n) ( )ZZA ( )—{—/{(n E—1) A (n) m;f }

m=n—k

4. Wir setzen jetzt im Einklang mit (20) %= [#/2] und unterscheiden die
Fille n gerade und # ungerade.

n gerade: Jetzt ist k:%,n—k:— k+1——-+1
Daher folgt aus (22)
n __(R(n (n) n n
(23) AfzﬁR(n) ( ) mZ”/ZA ( s )+7(2‘ '1)A (n)"‘?A(;)
Setzt man

P 0 falls m-+1€UA
" l1 falls m 1€,

dann gilt offenbar
n—1

Daraus folgt !
n—1 n—1
A(m) =o' Z (m 4+ 6,,) 2&’(2—%——1) + o’ (1 —oc)—;t—.
m=n/2 m=n/2

Geht man damit in (23) ein, so ergibt sich
’ ' ’ £ ! ’ ’ 1 ’ ’ ’ ’ ’ ’
(24) 2g'— 02— S0’z 2ol (1— o)+ {w (1 —o) (3 —2a') —¢ (2430 —2a'%)}.
Beim Beweis von Satz 1 hat man statt dessen die Ungleichung
’ ’ 3 ’ 4 1 ’ ’ ’ ’
(25) lg—922,—4~oc(1—oc)+2—n{oz(1—<x)(3—2oc)—29}.

5. Wir wollen jetzt feststellen, daB man in (24) iiberall o’ durch o ersetzen
kann, wobei nach Voraussetzung o' > « gilt. Das ist erlaubt, falls die Ablei-
tung der linken Seite nach «’ kleiner oder gleich der der rechten Seite ist,
d.h. falls

(26) —A—i—%y —%—a’s 2 -—oz e {S — 7o'+ 42’2 — o' (3 — 4a')}

gllt Nun ist aber wegen A =1
7 3
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und
2 —3a +4a'2>0 fir o' <4

—7d + 42— 0'(3 — 4o
5 o + 4o 0'(3 4“)2{5——7a'—|—4m'2>0 fir o'> %,

woraus (20) folgt. Aus (24) erhélt man also

3 1
(7) o=t — 2 o= Falt—o + L {x(1—0) 3—20)—e(2+ 32— 240},
Beim Beweis von Satz 1 hat man statt (20)

— A2y —a) <3 — Fof + {5 — 100’ + 6a’%}

zu beweisen. Wegen 5 — 10« + 6o’ 2> 0 ist dies richtig, falls
3 o
2y < A+ 4 + >
gilt. Fiir y < § ist dics unmittelbar klar. Ist y —a =1, so gilt wegen

123{A—)2—3a(1 —a)}

d.h. § <. Dann gilt
3 o 3 o’
WL2L A+ -+ oBAt -t 5
fiir alle ' = «. Aus (25) folgt daher

(28) ho—g*= Ta(t —a) + 5 {x(t —«) 3 —20) —2¢}.

6. Jetzt wird die Voraussetzung (5) benutzt, um zu zeigen, dal die in (27)
rechts stchende geschweifte Klammer positiv ist oder aber (18) gilt. Ange-
nommen, diese Klammer wére nicht positiv, d.h. es gelte

(1(1: d) (3_— 2&)_.

92*2—{—34}:—2(}(2 d

dann folgt (18) sofort aus der Tatsache, daB (5) dquivalent mit

o(1 —a) (3 —2a) 1y e _oa? . }
T2+ 30— 202 2 2{"' 4 l/(/1 4) 3a(t —a)

ist, was man lcicht nachrechnet. Aus (28) folgt also

o 3
(29) Ao—e*— 0> ;a(l—a),

oder (18) ist erfiillt. Aus (29) folgt aber ebenfalls wieder (18) (mit dem Zei-
chen >), so daB (18) fiir jedes gerade » gilt.
Analog schlieBt man unter Verwendung von (3) beim Beweis von Satz 1.
12*
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7. n ungerade. Jetztisth=""1 n =kt 1= "+1 Daher folgt jetzt
2 2
aus (22)
—1 R "o A —1
AEZLRm) — ;">)z(1—y>§f<m)—( M+r2stam.

2

Durch die gleiche SchluBweise wie bei geradem #» erhdlt man hieraus

(30) Ag'_e'z_%’ 0= %a'“—cx’) +%{(A—1)Q+o¢'(1—y) (1_1_:7(%__“))},

Ist =1, so ist y =1; ferner gilt dann wegen (5) « <} und folglich ist Un-
gleichung (18) erfiillt.

Ist A>1, so ist die in (30) rechts stehende Klammer positiv und aus (30)
folgt

' ’2_9_’ ’ i ’ il
(31) Ao —o 4g>40c(1 o).

Diese Ungleichung bleibt erhalten, wenn man darin o’ durch « ersetzt, denn
fiir die Ableitungen beider Seiten nach o' gilt
— —) 4+ X Y 3
A42(y oc)—l—2 434(1 2a'),
was mit 7y < 44+ 3 dquivalent ist. Man hat also jetzt wieder (29) erhalten,

woraus die behauptete Ungleichung (18) folgt.
Beim Beweis von Satz 1 erhidlt man in analoger Weise statt (31)

A —0'*>%a'(1 — o).

Man unterscheidet nun zwei Fille. Ist y < 2«, dann gilt fiir die Ableitungen
beider Seiten nach «’ und fiir alle &’ >

—At2(y —o)<}(1 —20),
so daB die zu beweisende Ungleichung

y>oa+3{A-)2—3a(1 —a)}
folgt. Ist aber y >2a, so ist diese Ungleichung unmittelbar zu verifizieren.

8. Der Beweis von Satz 3 soll nicht ausgefithrt werden. Er kann leicht
nach dem Vorbild in II erfolgen, indem man von der (21) entsprechenden
asymptotischen Formel ausgeht und diese fiir eine solche Folge von # ab-
schtzt, fiir die <) s p* gilt.

n
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