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Abschitzung der Dichte von Summenmengen

(Zweite Mitteilung)
Von
FRIEDRICH KASCH

§ 1. Fragestellung

In einer kiirzlich erschienenen Arbeit mit dem gleichen Titel [2]1) habe ich
Abschitzungen der Dichte von Summenmengen, bei denen einer der Sum-
manden eine Basis endlicher Ordnung der natiirlichen Zahlen ist, aufgestellt.
Richtunggebend fiir diese Untersuchungen war eine Vermutung von P. ERDOs,
die folgendes besagt: Ist U eine Menge natiirlicher Zahlen der Dichte o,
B eine die 0 enthaltende Basis der natiirlichen Zahlen der mittleren Ord-
nung A und y die Dichte der Summenmenge € =48, dann gilt?)

(1.1) yZa(1—{—1;a).

In (I) habe ich Verbesserungen der bisherigen Abschitzungen angegeben,
ohne jedoch diese Vermutung erreichen zu kénnen.

Inzwischen bemerkte ich, daB man die SchluBweise aus (I) so weit aus-
bauen kann, daB damit (1.1) fiir hinreichend kleine « nicht nur erreicht,
sondern iibertroffen wird. Genauer: Zu jedem A gibt es ein positives Intervall
O0<a<ay, wo eine bessere Abschitzung als (1.1) gilt. Eine entsprechende Aus-
sage besteht auch fiir die asymptotischen Dichten und die asymptotische mittlere
Ordnung.

Der Beweis beruht auf einer Verallgemeinerung der in (I) aufgestellten
und als Grundformeln bezeichneten Abschdtzungen. Aus diesen verall-
gemeinerten Grundformeln kann dann auf zwei verschiedenen Wegen das
genannte Ergebnis hergeleitet werden. Bei dieser Herleitung kénnen wir uns
im wesentlichen auf die ausfiihrliche Darstellung in (I) stiitzen. Es werden
hier die gleichen Vorauséetzungen und Bezeichnungen wie in (I) benutzt.
AuBerdem setzen wir hier sogleich «>0 und A>1 voraus, da sonst diese
trivialen Fille die Formulierung erschweren.

Zum SchluB deuten wir an, wie unsere Uberlegungen auf Gitterpunkt-
mengen im r-dimensionalen Raum ausgedehnt werden konnen. Das ist
insofern von Interesse, als es bisher nicht gelungen ist, Dichteabschitzungen
fiir die Summenmenge von zwei beliebigen Mengen positiver Dichte in dieser
Richtung zu verallgemeinern3).

1) Diese Arbeit wird im folgenden mit (I) zitiert.

%) Siehe [6], S. 7; tatsichlich hat P. Erp6s diese Vermutung fiir die Ordnung % an
Stelle von A ausgesprochen.

®) In dieser Richtung liegt in der Literatur lediglich eine Arbeit von L.CuEo [1)
vor; dort wird eine Verallgemeinerung der SCHNIRELMANNschen Ungleichung auf den
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§ 2. Die komplementiren Grundformeln

1. Die Verallgemeinerung gegeniiber (I) besteht vor allem darin, daB jetzt
an Stelle der Mengen % und U in der Definition der Funktionen D (), E ()
und E(m) beliebige Mengen P, O mit

ACPLDLE=UA+B

treten. Dies sei also im folgenden der Fall. Ferner seien # eine feste natiir-
liche Zahl und m eine natiirliche Zahl mit 1 <m <n.
Definitionen:
D (m) sei gleich der Anzahl der verschiedenen Paare (p, §) mit
pEB(n), 7€) und 7 —p = m;
E(m) sei gleich der Anzahl der verschiedenen Paare (p, g) mit
pEP(n), ¢€(n) und ¢ —p =m;
E(m) sei gleich der Anzahl der verschiedenen Paare (3,7) mit
PEP(n), 7€ (n) und 7 —F =m.

Aus diesen Definitionen erhidlt man unmittelbar die

Folgerungen:
1. D(m) ist gleich der Anzahl der Zahlen $€ P(n) mit p+mED(n);
2. D(m) ist gleich der Anzahl der Zahlen §€Q(n) mit §—m¢€ P(n);
3. E(m) ist gleich der Anzahl der Zahlen € (n) mit p+m € Q(n);
4. E (m) ist gleich der Anzahl der Zahlen g€ Q(n) mit §—m€ P(n).
Aus der 1. und 3. Folgerung ergibt sich offenbar die Gleichung D () -+ E ()
= P(n—m), also
(2.1) D(m) = P(n — m) — E(m).
Entsprechend erhilt man aus der 2. und 4. Folgerung D (m) -+ E(m)=
Q (n)— Q (m), also
(2.2) D(m) =Q (n) —Q (m) — E(m).
Die weiteren Uberlegungen zielen darauf ab, in (2.1) und (2.2) D(m) nach
oben und die rechten Seiten nach unten abzuschitzen.

2. Es soll also zunidchst D(m) nach oben abgeschidtzt werden, wobei die
Basiseigenschaft von 8 benutzt wird.

Hilfssatz 1. Ist ¢ eine natiirliche Zahl mit 1 <¢ < m und € %B, dann gilt

(23) D(m)<D() + D(m — 1) + Q(n) — P(),
(2.4 D(b) < C(n) — Q(n) + Pln) — A(n).

zweidimensionalen Fall unter der Voraussetzung vorgenommen, da8 eine der beiden
betrachteten Mengen alle ganzzahligen Punkte einer der positiven Halbachsen enthilt;
in diesem Falle 148t sich die lineare SchluBweise anwenden. Dariiber hinaus wird gezeigt,
daB eine genaue Verallgemeinerung des Satzes von H. B. MANN auf die Ebene nicht
mdoglich ist.
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Beweis. Zum Beweis von (2.3) stiitzen wir uns auf die 1. Folgerung.
Es sei p eine Zahl, die in D (m) gezdhlt wird, d.h. p +m =g €Q(n). Ist bereits
p+tE€Q(n), dann wird p in D (1) gezédhlt. Ist jedoch p-+£€ £ (), so unter-
scheiden wir zwei Fille.

1. Fall. p ¢ liegt bereits in P(n): p+t=2p' € B (n). Dann wird ¢’ in
D (m —1) gezahlt, denn es ist p'+m —t=p-+m=g€cQ(n). Zu beachten ist
dabei, daB die so zugeordneten Zahlen p’ fiir verschiedene p verschieden sind.

2. Fall. p+1 liegt [in £ (n), aber] nicht in P (n). Die Anzahl aller Zahlen
aus £ (n), die nicht in P (n) liegen, ist offenbar gleich Q (n) — P(n). Damit
ist (2.3) vollstindig bewiesen.

Zum Beweis von (2.4) sei b€ B (n) und p+ b= g € Q (n). Wir unterscheiden
wieder zwei Fille.

1. Fall. p liegt bereits in U (n):p=a. Dann ist a+b=7 ein Element aus
€(n), das nicht in Q(n) liegt, und die Anzahl aller Elemente aus C(n), die
nicht in £ (n) liegen, ist gleich C(n) — Q (n).

2. Fall. p ist ein Element aus P8 (x), das nicht in () liegt. Die Anzahl
aller derartigen Elemente ist gleich P(#) — A (). Damit ist (2.4) bewiesen.

Sei nun m=>5;4 -+ by, (b;€B) eine nach Voraussetzung existierende
Darstellung von m, so besteht auf Grund von (2.3) und (2.4) die Ungleichung

D(m) <1(m){C(n) — Q(n) + P(n) — A(n)} + {L(m) — 1}{Q (n) — P(n)}
= (m) {C(n) — A(n)} —{Q(n) — P(n)}.

Daraus erhilt man durch Summation von 1 bis k2<% unter Beachtung der
Definition der mittleren Ordnung A:

(2.5) §1D(M)Slk{c(") —A(n)} — k{Q(n) — P(n)}.

3. Es sollen nun die rechten Seiten von (2.1) und (2.2) nach unten ab-
geschitzt werden. Wir setzen

(26 I8 = 3 P0m) (Q0m + B+ 1) — Qlm -+ B}
@2.7) 4w = 3 E(m)
und entsprechend

n—k—1
@8 T(#) ="% Pom) @om+ &+ 1) —0(m+ B},
@9) A= 3 Em).

%) Eine Summe, bei der die untere Summationsgrenze gréBer als die obere ist, sei
gleich Null. (Dies ist hier fiir k=% —1 und 2 =# der Fall.)

Mathematische Zeitschrift. Bd. 64 17
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Hilfssatz 2. Es gelten die folgenden Beziehungen:

(240) ) E(m) = A(w) — (B < (") + (Qn) — P(w)} Pln) — I'(B);

k =
(241) Y E(m) =Am) — TR <(°P) +(Pln) —Q ()} T (w) — Tk

Beweis. Wir beweisen zunichst die in (2.10) und (2.11) links stehenden
Gleichungen. Fiir 2= —1 und k& =# sind diese offenbar erfiillt. Fiir 2 <n —2
ist zum Beweis der in (2.10) auftretenden Gleichung offenbar

n

—k—
(212) MZHF(M) Z m){Q(m +k+1) — Q(m+ k)}
nachzuweisen. Nach Definition von E(m) werden in der links stehenden
Summe alle verschiedenen Paare (p, ¢) mit p€ B (n), g€Q (n) und g—p=k+1
gezihlt. Die Anzahl dieser Paare ist bei festem ¢ offenbar gleich P(g—% —1).
Durch Summation iiber alle g€ (#) mit g =%+ 2 (denn nur solche ¢ kommen
wegen p >0 in Frage) erhdlt man

”

> Em)= 2 P(@—k—1).
m=k+1 qe(n)
g2k+2

Wegen
1 falls m€Q

Qm) — Qm —1) ={ 0 falls m¢Q
folgt daraus

m—k—1){Q(m) — Q(m —1)}

(m)= 2 P(
m=~k+1 m=~k+2
n—k—1
= 2‘1 (m){Q(m+k+1)— Q(m+ k)} =I'(k),
womit (2.12) bewiesen ist. Die gleiche Uberlegung fiir die komplementéren

Mengen liefert die in (2.11) stehende Gleichung.
Zum Beweis von (2.10) und (2.11) sind noch die Abschidtzungen

(2.13) A = 3, Epm)< (P‘"’)+{Q() P(n)} P(n),
i) A= Em=(")+1Pe) 0o

nachzuweisen. In Z E(m) werden alle verschiedenen Paare (p, g) mit p € B (n),
=1

g€Q(n) und q¢— p >0 gezihlt. Wegen B CL werden dabei auch alle Paare
(p, ") mit p, p’€ P(n) und p'—p >0 gezdhlt, und diese Anzahl ist gleich

(P;”)). Es bleibt dann noch die Anzahl der Paare (p,q) mit p € P (»),
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g€ (n), aber ¢ ¢ P(n) und ¢ —p >0 abzuschitzen. LiBt man die Forderung
g—p >0 fallen, so ist diese Anzahl genau gleich {Q (1) — P(n)} P(n). Damit
ist (2.13) bewiesen. Zum Beweis von (2.14) beachte man £ % und schlieBe
sinngema.

4. Aus (2.1), (2.5) und (2.10) erhdlt man die folgende

1. Grundformel?):
n—1

AR{C (n) — Am)} — R{Q(w) — P()} = 3 Plm)+
(2.15) "=

n—

- z Q4 k+1)=Q(m+B}—( " ) Q) — PO} P(n).

Entsprechend folgt aus (2.2), (2.6) und (2.11) die
2. Grundformel:

AR{C(n) — A(n)} — k{Q(n) — P(n)} ZkQ (n) — > Q(m) +
(2.16) m=t

~ 5 gy _poN 5
g m@Ontk+0)—Qom+Ry— (27 ) —(P(w)—Q (n)}0 ().

Fir f=0=UA erhdlt man daraus die Grundformeln aus (I). Im fol-
genden sollen die Grundformeln in den Spezialfillen F=%A O =C und
P=0=C ausgewertet werden.

§ 3. Auswertung der 1. Grundformel fiir =%, & = €.
1. Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis der folgenden Abschitzungen:
Finiter Fall. Setzt man

_1+Ya+ta _ A
(3.1) ¢y (o) TS TR cg(a, 4) = ¢ () gy 2
dann gilt
(3.2) %")> oc(1 + c5 (a0, ) %)e).

Asymptotischer Fall. Besteht mit den durch (3.1) gegebenen Funk-
tionen die Ungleichung

(3.3) (A*—1 )V"+a*{ (1 +a*) V&;}>a#(1+a*)(1+03(1*,1*) 1;:(—),
dann gilt
(3.4) wZM@+%WJﬂ

1 —oa*
7o)

Die Voraussetzung (3.3), die im finiten Fall fehlt, stellt keine wesentliche
Einschrinkung dar, denn z.B. fiir A*>3 ist sie bereits identisch in o*

% Man beachte FuBnote 4 auf S. 245,
%) In (I) wurde diese Ungleichung mit ¢, (x) an Stelle von ¢, (x, A) hergeleitet.

17*
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erfiillt, und zu jedem kleineren A* gibt es eine positive Zahl g, so daB (3.3)
fiir alle a* <oy richtig ist.

Das Wesentliche an c4(x, A) ist die Tatsache, daB
(3.5) lim cy(o, 4) = 52
gilt. Daraus und aus der vorhergehenden Bemerkung folgt, daB es zu jedem
A bzw. 2* positive Zahlen o, bzw. o gibt, so daB fiir alle < oy bzw. o* < ok
die ErpOssche Vermutung (1.1) bzw. die entsprechend asymptotische Un-
gleichung iibertroffen werden.

In der Abbildung in (I) ist cg(x, 4) fiir A=2% eingetragen. In diesem
Falle kann o; > §- gewihlt werden.

2. Als Hilfsmittel zum Beweis leiten wir jetzt einen Reduktionssatz her,
der auch an sich von Interesse ist.

Reduktionssatz. Es sei @(«) eine fir 0<a<1 monoton wachsende
Funktion von a, und es sei B eine die 0 enthaltende M. enge nichinegativer ganzer
Zahlen. Gilt dann fir alle Mengen nichinegativer ganzer Zahlen WA mit 1€Y,

und_alle natiirlichen Zahlen n mit_Min A0 _ A0
¥=l,..., n

4+ B)(n)>g)mn,

wober (A + B)(n) die Anzahlfunktion der Summenmenge U +B und o die
Dichte von W seien, dann gilt diese Ungleichung fiir alle natiirlichen Zahlen n7).

Beweis. Induktion nach #. Fir n—=1 gilt die Behauptung nach Vor-

aussetzung; sie sei bis # —1 bewiesen. Sei U eine beliebige Menge mit 1€,

N . . AG) _ An)

dann koénnen wir Min £ 2%
i=1,...,n 1 n

nach Voraussetzung gilt. Wird das Minimum fiir 7 =m, angenommen, so ist

folglich my <<n. Ferner kénnen wir ohne Einschrinkung 14;(:12)~ =o annehmen,

da dies sonst durch Auffiillen der Menge % von der Zahl°n+1 ab erreicht
werden kann; dies dndert nichts an (4 4 B) (), und die Dichte von % wird
dabei hdchstens vergroBert. Insbesondere gilt dann «> 0. Wir betrachten
jetzt die Menge Uy={a —m,} mit a€A, a> my. Fiir diese gilt

Ao(r) = A(r + mg) — A(mg) = (r +mp) o — mga = ra, (r=1,2,...);

also #y= >0, wenn «, die Dichte von %, bezeichne. Fiir 7 =1 folgt 1€ %,.
Nach Induktionsvoraussetzung hat man daher

(Ao + B) (n — mg) > @ (ag) (n — mg) = () (m — M) .

?) Der Satz gilt auch, wenn man nicht 1€ und nur (4 + B) (n) = @ (x)n fordert. —
Der Beweisgedanke fiir diesen Satz findet sich in anderer Form bereits bei D. Raixkov [§]
(beim Beweis des Analogon zum o — #-Theorem), wo Dichtesitze fiir Mengen reeller Zahlen
bewiesen werden. — Es sei darauf hingewiesen, daB sich die Basisabschitzungen in [5],
bei denen der Beweis von ERDOS-LANDAU [4] in die mengentheoretische Sprechweise
libertragen wird, durch Ubertragung-unserer Uberlegungen in analoger Weise verschirfen
lassen.

Zusatz bei der Korrektur: Wie mir Herr E. WIRSING mitteilte, war ihm vorstehender
Reduktionssatz auch bekannt.

die Ungleichung

annehmen, da die Behauptung sonst
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Liegt eine natiirliche Zahl » < # — my in Ay + B, so liegt 7 4 my in A+ B, und
zwar im Intervall my,<r+m,< n; also gilt

(do+ B) (n — mo) < (4 + B) (n) — (4 + B) (m,).
Die beiden letzten Ungleichungen zusammen liefern die Behauptung.

Wir weisen darauf hin, daB auf Grund dieses Satzes die Beweise der Ab-
schitzungen in (I) im finiten Fall vereinfacht werden kénnen, da dadurch
die Minimalbetrachtung [(I), S. 377] beim Beweis von (I.1.8) und die Unter-

suchung des Koeffizienten von A (xn) [(I), S.383] beim Beweis von (I.1.9)
iiberfliissig werden.

3. Zum Beweis von (3.2) gehen wir von der 1. Grundformel (2.15) aus, in
der wir f=UA und O =C setzen:

1| B 0HC 00 = S A3 Alm)(Clm+ k1) — Com 18} —
;A m=n—k m=1
_ (A;’”) —{C(n) — A(m)} A(n).

Wegen ALC gilt Clm+k+1)—C(m+k) =Am-+k+1)—A(m-+k), so daB
aus (3.6) folgt:

i (A—1)k{C(n)—A(n)}gE',lkA(m)—|~n_}E_IA(m){A(m+k+1)—A(m—i—k)}——
;7 m=n— m=1
- (A;")) —{Cn) — A(m)} A(n).

Bis auf den Summanden — {C(n) — A(n)} A4 (n) stimmt die rechte Seite dieser
Ungleichung mit der rechten Seite von (I.3.1) iiberein; links steht jetzt jedoch
der Faktor A—1 an Stelle von A in (1.3.1). Wir machen jetzt die Voraus-
setzung k£ <n — 2 und kénnen dann die auf (1.3.1) folgende SchluBweise unter
gewissen Einschrinkungen fiir den vorliegenden Fall iibernehmen. Einer
erneuten Rechtfertigung bediirfen die dort im AnschluB an (I.3.5) gemachten
Voraussetzungen.

Zundchst kann auch jetzt o<} angenommen werden, da sonst bereits
¢1(«) besser als cg(a, 4) ist. Ferner kann # >4 angenommen werden, wie jetzt
gezeigt werden soll. Ist C(n)=n, so folgt (3.2) unmittelbar aus der Tat-
sache, da3

a(1 + c4(0t, A) l;l) <a+)all —a) <t

gilt. Dies ist wegen 1€ % und 1€ 9 fiir n=1 und #=2 der Fall, sowie fiir
n=3, wenn A(3) = {1} ist. Sei nun A(3) = {1}; dann ist « <}. Fiir A<3
miissen die Zahlen 1 und 2 in B enthalten sein, so daB auch jetzt C(3) =3
folgt. Sei also A>4; dann gilt

€@ - 2 : (-4
3 2?2¢+3‘> + +4
1—a 1—a
Za(1+7‘:1—“)>m(1+03(1,1 ).

—=
Es darf also jetzt # >4 vorausgesetzt werden. ’
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Ferner kann auch jetzt o 21 angenommen werden. Ist g =]/a(1+]/a) 1
<1, so hat man wegen #>4 die Schranke a < 3. Es ist dann zunichst

C(n) 2 2)x
T = e 1472’
kann die Ungleichung
' 2)a 1—«
T;_Vt_i_ 2 o ('1 + Ca (a, A) _A~)
bewiesen werden, so ist man fertig. Diese ist richtig, falls

(3.8) i 2l +1)

gilt, denn es ist
1

Valla+ 1) =+ Yoz o+ Ui 2alt + a1 52,

Die Ungleichung (3.8) gilt aber wegen o <}.

Wir konnen nun ebenso wie im AnschluB an (I.3.5) weiterschlieBen und
erhalten in Analogie zu (1.3.7)

C (n)
n

A=1{1—a)e+o} 52> (A—1) {(1—) e+ a} +a{1— (1 —a)g}) 1

— the A U= o o) — (1 4a) {Cm) — A(m)} A

2 n? 2 n?

Setzt man darin p= TVF% ein, so folgt

A=)V SR> (A1) Y+ e {31+ o) — Y} — (140 €2 ) x

A(n) = (1—o)a Ya(1—a)(2—a—7)a)
% 2 (1—a)2 b

(3.9)
X

Auf Grund des Reduktionssatzes konnen wir darin ﬁ’(t"—) durch « ersetzen

und dann ergibt sich unmittelbar (3.2).

Im asymptotischen Fall erhilt man durch eine entsprechende Uberlegung
eine Formel, die-aus (3.9) hervorgeht, wenn man darin iiberall « durch
a'=a—e¢, A durch A'=24-+pu ersetzt und ein Restglied K/n auf der rechten
A(n)

’

Seite addiert. In dieser Formel darf durch &’ ersetzt werden, wenn
A(n)
n
negativ, so sichert Voraussetzung (3.3) unsere Behauptung; dabei hat man
zu berticksichtigen, daB ¢ und u so klein gewdhlt werden konnen, daB auch
fiir die gestrichenen GréBen auf der linken Seite von (3.3) diese Ungleichung

richtig bleibt. Durch Grenziibergang folgt schlieBlich (3.4).

Es soll darauf hingewiesen werden, daB cy(«, 4) [bzw. cy(«*, A*)] nicht der
beste Faktor ist, den man auf diesem Wege herleiten kann. Eine Verbesserung
148t sich erreichen, indem man g nicht nur in Abhingigkeit von «, sondern

der Koetfizient von nicht negativ ist. Ist dieser Koeffizient jedoch
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auch noch von 1 (und eventuell ) wihlt. Das fiihrt jedoch zu sehr uniiber-
sichtlichen Formeln; der so zu gewiniiende Faktor hat auBerdem auch nur

wieder die Eigenschaft, fiir «—0 gegen zu streben. Wir wollen daher

A
A—1
nicht weiter auf diese Moglichkeit eingehen.

§ 4. Auswertung der Grundformeln fiir = 0 =E€.

1. Wie schon erwéhnt, erhdlt man die Grundformeln in (I) aus (2.15)
und (2.16) fiir P=L=U. Wir betrachten hier die aus (2.15) und (2.16) fiir
P =0 =C folgenden Abschitzungen, bei denen auf der rechten Seite statt 4
wie in (I) jetzt iiberall C steht:

n—1 n—k—1
) A{CO) —Am)z X Com)+ 2 Com){Con+k+1) —
—Cm+m}—(°);
_ LI n—k—l_ _
s AR{Cn) — A} kT (n) — 2 Clm)+ 2, Clm) {Clm+ R+ 1)
4'2 m=1 m= _
' —C‘(m+k)}—(c(2")).
Wihrend in (I) aus den Grundformeln die Abschédtzungen
C’(Ln) >a—{—c1(a) a(i;a) , C,(:l) >a+cl(1_a) a(1;a)

hergeleitet worden waren, erhilt man jetzt aus (4.1) und (4.2) die folgenden
Abschitzungen, die auch an sich von Interesse sind:

(43) O > at o) XL,
(4.4) £ s atau—p2i-2,

Entsprechend erhidlt man im asymptotischen Fall:

(4.5) 7*20&*+61(V*)£(—17f~"1,

(4.6) y*zo*+ ol —y¥) e g 7)),

8) Bei der Andeutung des Beweises der entsprechenden Formel in (I) (Beweis von L

S. 384), habe ich irrtiimlich geschrieben, daB die ScHNIRELMANNsche Ungleichung auch
im asymptotischen Falle gelte. Das ist bekanntlich im allgemeinen nicht der Fall und
wird auch gar nicht benutzt. Tatsichlich gebraucht wird sie in (I) nur fiir o* > 4 und
B* = 4% (also A*< $9), da die Behauptung sonst unmittelbar aus der zu (I.4.10)
analogen asymptotischen Formel folgt. Aber bereits fiir «* > 4 und p* = § ergibt sich
ihre Giiltigkeit aus dem Dichtesatz von M. KNESER [3] (oder auch aus schwicheren Ab-
schitzungen). — Bei dieser Gelegenheit sei noch auf zwei Druckfehler in (I) hingewiesen;
auf S. 370, 7. Zeile v. u. muB es ,,H. RoHrRBACH [8]‘‘ (statt [10]) und auf S. 376, 3. Zeile
v.u. ,,A. STOHR [11]" (statt [13]) lauten.
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Die Beweise kénnen — abgesehen von einer Vereinfachung — fast unmittel-
bar aus (I) (§§ 3, 4) iibernommen werden ; man hat dort auf der rechten Seite
der Abschitzungen nur iiberall 4 (n), «, ... durch die entsprechenden GroéBen
C(n),y, ... zu ersetzen. Man muB sich lediglich klarmachen, daB die dort
fiir A(n), «, ... gemachten Voraussetzungen auch fiir C (n), 7, ... gelten. Das
soll jetzt erfolgen.

Wir betrachten zunichst den finiten Fall. Wegen a <1 und 1€ % gilt
stets C(—")>oc; (4.3) und (4.4) sind also fiir y=1 erfiillt, so daB analog zur

n
Voraussetzung iiber « in (I) jetzt 0<y <1 vorausgesetzt werden kann.

Dariiber hinaus kann jetzt noch die zusitzliche Voraussetzung gemacht

werden, daB y fiir einen endlichen Wert # von <)

, angenommen wird. Ist
dies namlich nicht der Fall, dann gilt offenbar y —y* und i:) >y(n=1,2,...);

die finiten Abschitzungen (4.3) und (4.4) folgen dann wegen o* >« und
A* <A aus den asymptotischen Abschitzungen (4.5) und (4.6).

Die Ungleichungen (4.1) und (4.2) werden nun fiir eine Zahl # mit &:) =y

analog zur SchluBweise in (I, §§ 3, 4) abgeschitzt, wobei allerdings jetzt keine
Minimumbetrachtungen notwendig sind, die, wie im AnschluB an den Reduk-
tionssatz schon erwihnt, auch in (I) wegfallen kénnen.

Entsprechend schlieBt man auch im asymptotischen Fall. So wird z.B.
die auf (I.3.11) folgende Minimumbetrachtung jetzt durch die folgende Uber-

legung ersetzt. Nach Definition von y* gibt es eine unendliche Folge von
natiirlichen Zahlen # mit% —y*, die dann zu vorgegebenem ¢ >0 fiir
hinreichend groBes »

}’,z}’*_gs C(") Sy*+€=yll

n

geniigen. In der (I.3.11) entsprechenden Ungleichung

’ ’ C —4 ’ ’ C
Fle+y(1—ep =t 2yrin — (1 —y) g S0
4.7)
149" C? 1 —9'2) 1
_ Ly B0 Mooy e2—o +KL

und bei dem folgenden Grenziibergang #— oo seien nur solche Zahlen # be-
riicksichtigt. Aus (4.7) folgt dann

Mo +y(— o} —a)2 {1 — (1 — ) g}yrt — LE¥ yray

2
(1—=y3y 1
+ - oe(2—o)+K—.

/e
Setzt man p= - _]{_7 7 ein, so erhilt man
ns g 1HVP Y YU—y) 14y, 1
AP CES T 7 a4 e+ K-,

woraus (4.5) folgt.
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2. Aus (4.3) und (4.5) koénnen wieder Abschitzungen von y bzw. p* durch
Ausdriicke in a bzw. o* hergeleitet werden. Es seien

at) =" oW =x(1+a@ 0 o =q(o)
Y8 = ooy = =22 e (P + 42— & (1) — (A (1~ 23) co(4))].

A
A—cy(x) {1 —2x —w(x)} "~

cg (%) = cy(x, 4) = ¢y ()

Wegen lim g (x) =0 gilt lim ¢y(x) =1; daraus folgt limy(x) =0 sowie
x—0 xr—>0

xr—>0

(4.8) lim ¢, (%) = TA—

x—>0 —1

Mit diesen Funktionen gelten die folgenden Ungleichungen:

(4.9) y> a(1 + 4 (2, ) L“r“)

(4.10) y* > a* (1 + ¢4 (o*, A¥) ! _l*a*).
Es ist klar, daB die Ungleichungen (4.9) und (4.10) richtig bleiben, wenn
man v(x) bzw. »(«*) durch groBere Zahlen ersetzt. Zum Beispiel gelten die
Ungleichungen
a(1—a)
() < ¢ (@) =) — 20) * v <)a(1 —a),

aus denen bereits (4.8) folgt.

Die Beweise von (4.9) und (4.10) sollen nicht im einzelnen ausgefiihrt
werden. Wir beschrinken uns auf folgenden Hinweis: Zum Beweis von (4.9)
gehe man von (4.3) in der Form

(4.11) y(1—cl('y) 1;7})Zoc

aus, wobei die linke Seite eine monoton wachsende Funktion von p ist; nimmt
man an, daB (4.9) falsch sei, so kann man in (4.11) » durch oc(1 + ¢4 1 ;a)

ersetzen, was durch einige Rechnung zum Widerspruch fiihrt.

§ 5. Abschitzung der Anzahlfunktion einer Summenmenge
von Gitterpunkten.

Es liegt die Frage nahe, ob man mit den Methoden der additiven Zahlen-
theorie auch additive Eigenschaften von Gitterpunktmengen in einem endlich-
dimensionalen Raum untersuchen kann. Im folgenden soll gezeigt werden,
daB diese Frage fiir das in dieser Arbeit behandelte Problem zu bejahen ist.
Wir wollen uns darauf beschrinken, die ErpOs-LANDAUsche Ungleichung

1—a
y=a1+ =

) in diesem Sinne zu verallgemeinern.
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Unter einem Gitterpunkt des 7-dimensionalen Raums verstehen wir einen
Punkt mit ganzrationalen Koordinaten, den wir in der Form

n=(ny,...,n) (m, ganz)

schreiben. Es sei ¥ die Menge der Gitterpunkte mit nichtnegativen
Koordinaten und R die Menge aller vom Nullpunkt verschiedenen Gitter-
punkte aus B. Die Gitterpunkte aus Rt wollen wir als natiirliche Gitterpunkte
bezeichnen.

Es seien %, B, €, ... Untermengen von B. Unter A(n), n=(n,, ..., n,) €Y
verstehen wir die Menge aller a=(a;,...,4,) €U mit a;<n; (1=1,...,7).
Die Anzahlfunktion A(n) (mit n€ N) der Menge U sei die Anzahl der natiir-
lichen Gitterpunkte aus % (n). In Analogie zur Definition im linearen Fall wird

(5.1) fin

als (finite) Dichte von U bezeichnet?). Dann gilt fiir jeden natiirlichen Gitter-
punkt n: A(n) =aN(n).

Wir setzen im folgenden ACM und 0<a<<1 voraus. Aus 0<a folgt,
daB die Einheitspunkte, d.h. die Punkte

(1,0,...,0), (0,1,0,...,0),..., (0,...,0,1)

in Y enthalten sind, und aus a <1 folgt, daB ¥ nicht alle natiirlichen Gitter-
punkte enthilt.
Sei A die Komplementirmenge von % in N mit der Anzahlfunktion 4 (m),
dann hat man offenbar A(n)=N(n)—A4(n), und es gilt A(n) <(1—a) N(n).
Unter der Summenmenge € =% +%B mit der Dichte y und der Anzahl-
funktion C(n) ist die Menge aller in der Gestalt

a+b=(a+b,...,a,+0,)
darstellbaren Gitterpunkte mit a € %, b€ B zu verstehen. Wir setzen voraus,
da8 der Nullpunkt und die Einheitspunkte in B enthalten sind; dann ist
offenbar ACE, und jeder natiirliche Gitterpunkt m 148t sich in der Form
m=>b+ -+ b (6;€B)

darstellen. Sei /(m) die kleinste natiirliche Zahl, fiir die eine solche Dar-
stellung moglich ist. Es werde

-— 1 _
(5.2) fin Z Lm) = A

meRN(m)

als mittlere Ordnung von B bezeichnet. Ist A endlich, dann wird B eine Basis
endlicher Ordnung der natiirlichen Gitterpunkte genannt. Dies sei im fol-
genden fiir B der Fall.

®) Diese Definition der Dichte wird im 2-dimensionalen Fall bereits von L. CuEo [1]
benutzt.
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Unter dieser Voraussetzung gilt

1 1 —2""1q\.
(5.3) yZa(1 RIS & f)
dies ist fiir =1 die anfangs erwihnte Ungleichung von ERD&S-LANDAU.

Wir koénnen auf Grund dieser Ungleichung sagen, daB B eine wesentliche
Komponente fiir alle Mengen mit einer Dichte kleiner als 27"*1 darstellt.

Zum Beweis wird analog zu den Uberlegungen aus § 2 geschlossen, wobei
wir sogleich die Voraussetzung P = =9 machen. Sei n ein fester natiir-
licher Gitterpunkt und m€ 9t (n). Dann sei

D(m) die Anzahl der verschiedenen Paare (a, ) mit
a€A(m), a€A(n) und @ — a =m;
E(m) sei die Anzahl der verschiedenen Paare (a’, a) mit

a’,a€A(n) und o’ — a=m.

Damit gilt offenbar
D(m)+ Em) =A(n —m).

Sei nun t€ N (m), dann besteht analog zum linearen Fall die Beziehung
D(m)<D(t) +D(m—1);
der Beweis erfolgt wie dort. Ebenfalls ist auch jetzt
D()<C(n) — A(n)  (bEB(n)).
Wegen (5.2) erhdlt man folglich

mE%(n)D (m) <AN(n) {C(n) — A(n)}.
Andererseits gilt

5.4 Em) < (™),
( ) mezm:(n) " ( 2 )

wobei es sich jetzt im allgemeinen nicht wie im linearen Fall um eine
Gleichung handelt.

Aus den bisherigen Angaben erhilt man:

ANm{C(m) —A(m)} = 2 A(n—m) — 2 Em)=

(5 5) meN(n) me N (n)
: ‘A(n) A(n)
=Y A(n—m)»—( ;| )Zoc > N(n—m)—( 2
1 meNm) meN(n)
also
C(n) A(n) A2 (n) o N(n) Y
6.6 Agar A e —am T m@ e T X No—m).

me N(n)
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Da die Funktion §(i.~ %) mit « <&<1 und A>1 ihren minimalen Wert fiir

&=o annimmt, folgt aus dieser Ungleichung

C(n) a? o N(n)
(5.7) A 2ha— 2+ Nz(n)( oy ;()N(n—m)).
me 1n

Um (5.3) zu erhalten, haben wir jetzt N(n) und > N (n—m) zu berechnen.

meN(n)
Offenbar ist

N(n) = (m;+1) —1,
1=1
also gilt '
G No—m = % Nw= % - T {IT e+ 1) — 1] — New) =
meN(n) me N (n) m=0,..,n m=0,..n, li=1
m=$n
_ (2; + 1) (n; + 2)
__11___*2 _—2g(m+1) +1.
Daraus folgt
Mo 2 No=m) = T ot ) o2 3 T ot 0) 4.

Zum Beweis von (5.3) ist jetzt wegen (5.7) nur noch nachzuweisen, daB dieser
Ausdruck groBer oder gleich% N2(n) ist, und das ist offenbar der Fall, wenn
die folgende Ungleichung gilt:

7

68 Il o+ 0e+2z5 [T o+ 02+ (3~ %)I’Y(”H-U-

i=1 =1 i=1

Dabei kann %, >0 (i=1, ..., 7) vorausgesetzt werden, da fiir n; =0 die i-te
Komponente keinen Beitrag liefert. Fiir » =1 ist (5.8) offenbar erfiillt:

S +1) (n+2)=—;~(n+1)2+%(n+1).

Der Beweis erfolgt nun durch Induktion nach # mit dem Induktionsbeginn
r=2. Fiir »=2 hat man wegen n,>1, n,>1:

O 1) (- 2) (1 1) (my 4 2) >

2

> o Ot 1) g 1)+ (3 — 2) (4 1) (g4 1),

Die Behauptung sei nun fiir 7 richtig, dann folgt

r+1 r
e [ ot 1) (-2 =%(H (me+ 1) (ms + 2)) Pet S Gt

2

i=1
r+1 r+1

Zger [ it 17+ (3 = 2) 2022 TT (n4-1).
=1

1=1
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Wegen

3 2\%+2 3 _2)3-,3_ 2 =
(2 2') 2 2(2 2') 2 2 grtl =23, ..

Y2

ist (5.8) auch fiir 741 erfiillt. Damit ist (5.3) vollstindig bewiesen.
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