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Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins.*)
VYon

HeerMany WEYL in Ziirich.

§ 1.
Grundlagen. Der lineare Fall.

Es seien auf der Geraden der reellen Zahlen unendlich viele Punkte

0y, Oy %) °
markiert; wir rollen die Gerade auf einen Kreis vom Umfange 1 auf und
fragen, ob dabei die an den Stellen e, befindlichen Marken schlieBlich
den Umfang des Kreises iiberall gleich dicht bedecken. Dies wiirde dann
der Fall sein, wenn die Anzahl n, derjenigen unter den » ersten Marken
o, &, - - o, welche beim Aufrollen in den Teilbogen a der Kreisperipherie
hineinfallen, asymptotisch durch |a|-» gegeben ist:

@ }3;“=Iah

unter |a| ist dabei die Linge des Bogens a verstanden. Dann und nur
dann, falls diese Limesgleichung fiir jeden Teilbogen a erfiillt ist, sprechen
wir von einer gleichm#Big dichten Verteilung der Marken iiber die Kreis-
peripherie. Das Aufrollen der Geraden auf den Kreis besagt, daB wir die
reellen Zahlen mod. 1 betrachten, d. h. daB zwei Zahlen bereits dann als
gleich gelten, wenn sie sich um eine ganze Zahl unterscheiden. Unter
den Zahlen z, welche einer gegebenen ¢ mod. 1 kongruent sind, gibt es
eine und nur eine, welche der Ungleichung 0 X # <1 gentigt; diese, die
Reduzierte von & mod. 1, mdge- mit («) fbezeichnet werden.

Um mu sinem Kriterium fiix die Gleichverteilung zu gelangen, nehmen
wir an, daB die Zahlen &, mod. 1 .dieses ?}esetz erfilllen. Dann behaupte‘

*) Den gleichen Gegenstand wie ‘@ie vorliegende Arbeit behandslt cinon den
Gottinger Nachrichtén (Sitzung vom 13. Juwi 1914) erschienene Note des Verfassers.
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314 H. Weyr.

ich, konnen wir daraus fiir jede beschriinkte, Riemannisch integrierbare
Funktion f(z), die periodisch mit der Periode 1 ist, die Limesgleichung

n 1
.1 Q) ?
@ lim & > f(ey) = | f(0) da
= h=1 0
erschlieBen; d. h. der mittels der diskreten Zahlen o, gebildete Mittelwert

1
der Funktion f stimmt mit dem kontinuierlichen Mittelwert f f(@) dz
0

tiberein. In der Tat besagt unsere Voraussetzung, daB (2) erfiillt ist fiir
jede stiickweis konstante Funktion von der Periode 1. Es liegt im Wesen
einer im Intervall 0 < z < 1 gegebenen, beschrinkten, Riemannisch inte-
grierbaren Funktion f(z), daB zu ihr zwei stiickweis konstante Funktionen
fi, f; existieren, welche sie zwischen sich enthalten (f, <f<f;) und

1 1
deren Integrale f fidz, f fadx sich beliebig wenig voneinander unter-
0 0

scheiden. Sei der Unterschied dieser Integrale = s, so ist

n 1 1
lim ~ D)= [fids> [Fdz—e. -
n=e T a=1 0 0

Fir hinreichend groBes n ist daher

LSV > [ fde— 20
h=1 1]
%2;0(«,‘) >fféx-2e.

Ebenso ergibt sich mit Benutzung von f,, daB fiir himreichend grofes n
die linke Seite

also a fortiori

1
< [fdw+ 2¢
0

ist, und damit ist unsere Behauptung erwiesen.
Die einfachste Funktion von der Periode 1 ist

O = o(a);
sie ist die eigentliche analytische Invariante der Zahlklassen wiod. 1. Der
reellen Zahl z die komplexe e(z) zuordnén, besagt nichts anderes, als den

Pr(.JzeB des Aufrollens der Zahlgerade auf den Kreis vom Umfange 1 ana-
lytisch ausfiihren. Fiir jede ganze Zahl m hat auch e(mz) die Periode 1
7oLy WAL ’

)
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und daher gilt unter unserer obigen Annahme insbesondere fiir jede ganze

Zahl m =0
n 1
lim %—h—zl'e(mah) - of e(mz)dz =0

Die Theorie der Fourierschen Reihen lehrt, daB aus den speziellen Funk-
tionen e(mz) sich jede periodische Funktion linear zusammensetzen laBt.
Daraus kann die folgende Umkehrung unseres Ergebnisses hergeleitet
werden:

Satz 1. Gilt fiir jede ganse Zahl m < O die Limesgleichung

Dl e(ma,) = o(n),
k=1
80 geniigen die Zahlen «, mod. 1 dem Gesete der iiberall gleichmdifig dichten
Verteilung.
In der Tat, da die Gleichung (2) fiir die Funktion e(0z) = 1 selbst-
verstindlich ist, folgt sie aus der in Satz 1 gemachten Annahme fiir jede
abbrechende trigonometrische Reihe:

f(@) -=-f22 +(a,cos222+ b, 8in 272) + - - - + (a,, cos2amz + b, sin 2xmz).

Ist f(x) eine beliebige stetige Funktion von der Periode 1, so kann man
bekanntlich zu jeder positiven Zahl s eine abbrechende trigonometrische
Reibe f, finden, so daB |f—f,|<eist. fi=f,—¢& und fy=/F, + & sind
dann zwei abbrechende trigonometrische Reihen, welche f zwischen sich
enthalten und deren Integrale

1 1
B[.fld,x, aff;dx

sich um 2z voneinander unterscheiden. Wir schlieen daraus wie oben,
daB Gleichung 22: fir die Funktion f giiltig ist. Bezeichnet endlich f eine
stiickweis Funktion von der Periode 1, so kann man leicht (in-
dem man etwa die Sprilnge von f durch steile, geradlinige Bioschungen
ersetzt) zwei stetige Funktionen f;, f; finden, die f zwischen sich enthalten
und deren Integrale beliebig wenig voneinander verschieden sind. Darum
gilt (2) dann auch fiir eine solche Funktion f.. In dem’ démit bewiesenen
Satz 1 besitzen wir ein analytisch gut brauchbares Kriterium -filr die
Gleichverteilung von Zahifolgen mod. 1.

Wir geben sogleich eine Anwendung, indem wir ze1gen

Satz 2. Ist £ eime irrationdle Zahl, ‘do hegen dze ,gamaah%)gen Viel-

fachen von §: Dl by,
1§, 257 3%,_" ’ angy e LL s 1 ’
mod. 1 berall gleich dichi. T i

2+
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Ist m eine ganze Zahl 4 0 und setzen wir m§ = 7, so haben wir
nur festzustellen, da8 .
D ehn) = o(n)
h=1
wird. Die linke Seite 148t sich aber als geometrische Reihe summieren,
ihr absoluter Betrag ist

e(m+1m)—e(n)l< 2 _ 1
e(m—1 =le(n—1| |sinmq|’

ist also, da 7 keine ganze Zahl ist, nicht nur = o(x), sondern bleibt sogar
unterhalb einer endlichen Grenze.

Der Satz 2 ist von Bohl, Sierpifiski und mir 1909—1910 auf Grund
der Tatsache bewiesen worden, daB sich die irrationale Zahl & durch einen

. oy e 1 .
Bruch, dessen Nenner = o(n) ist, mit einem Fehler = o (;@—) approximieren

1iBt.*) Ein weiterer elementarer, d. h. die Exponentialfunktion nicht be-
nutzender Beweis rithrt von Herrn H. Bohr her.**) Er geht so vor: Man
wihle eine groBe ganze Zahl H und verstehe unter & die absolut kleinste
Zabl, welche einer der Zahlen 1%, 2§, ..., HE mod. 1 kongruent ist. Es
sel etwa JE=g¢. Ferner seien [1] =a,b, und [2] = ayb, zwei Intervalle
von gleicher Linge. Man kann die ganze positive Zahl L so bestimmen,
daB a, + L& mod. 1 zwischen a, — & (exkl) und @, (inkl) liegt. Das Inter-
vall, welches von @, + Le bis b, + Le¢ reicht, heiBe [2']. Jedesmal, wenn
»n€ mod. 1 im Intervall [1] liegt, liegt (n+ LJ)E mod. 1 im Intervall [27],
und umgekehrt. Bezeichnet #, also die Anzahl derjenigen unter den =
ersten Zahlen

(3) 15; 22) 357 tt ”g)
welehe mod. 1 in [1] liegen, und haben die Zeichen #y, %, die analoge
Bedeutung fiir die Intervalle [2], [2'], so bleibt |#, —n,, | fir alle % unter-
halb einer endlichen Grenze C. Dasjenige Stiick 3 von [2], das iiber [2]
hinausragt, hat eine Linge < |¢|. Liegen zwei Zahlen k& und kE (b <k)
mod. 1 in 8, so ist demnach (¥ —h)E mod. 1 kleiner als ¢ und daher
k—h> H. Also liegen von den Zahlen (3) hochstens [-g—] +1.n 3
Die Anzahl derjenigen unter den Zahlen (3), die in [2] und [2'] zugleich
(d. b. in (2], aber nicht in 8) liegen, ist demnach

*) P. Bohl, Cr. J. 185 (1909), S. 189—283, inshesondere S. 222. W. Sierpitiski,
Krakau, Ak. Anz., math.-naturw. K1, A, Jan. 1910, S. 9. H. Weyl, Rend. Circ, Mat.
Palermo 30 (1910), S. 406.

**) Vgl. H. Bohr und J. E. Littlewood, The Riemann Zeta-function and the Theory

of Prime Numbers (Cambridge Tracts in Mathematics and Mathematical Physjcs; noch
nicht erschienen). : Lo
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2m—[g]-1

Infolgedessen ist a fortiori

nzgnz,—[%]—lgnl—[%]—l—(?.

Daraus ergibt sich
n, —n, 1

lim sup. <%

n=w

und da H beliebig groB genommen werden kann,

lim sup. 7" <0,

n=o

Da das Gleiche unter Vertauschung der Intervalle [1] und [2] gilt, mu8

m 2 =" 0

n=o0 n
sein, d. h. in die Intervalle [1] und [2] von gleicher Linge entfallen
asymptotisch gleich viele der Zahlen (3). Teilt man jetzt das ganze Inter-
vall 01 in eine endliche Anzahl gleicher Teile ® von der Linge &, so
entfallen auf jedes D asymptotisch gleich viele der rpduzierten Zahlen (8);
da aber jede Zahl in einem und nur einem D gelegéh ist, muB die Anzahl

der auf jedes D entfallenden asymptotisch = d:n sein. Daraus folgt.

unsere Behauptung (1) zunichst fiir jedes Intervall a, das aus einer end-
lichen Anzahl von Intervallen ® zusammengesetzt ist, und dann auch, da
8 beliebig klein genommen werden kann, fiir jedes beliebige Intervall.
Zum SchluB bemerken wir noch, zu unserer allgemeinen Frage zuriick-
kehrend, daB die Limesgleichung (1), wenn sie berhaupt bei einer ge-
gebenen Zahlenfolge «, fiir jedes Intervall a zutrifft, auch gleichméBig fiir
alle Intervalle a (von einer Lange < 1) Giiltigkeit hat. Denn teilen wir
das Intervall 01 in eine endliche Anzahl vlo,ﬁ Teilen D, deren Lénge =d
ist, so gilt fir alle » oberhalb einer gewissen Grenze und alle Intervalle D

d(1—0)n < ng L 0(140)m.
FaBt man nun bei einem beliebig gegebenen Intervall a einerseits die-
jenigen Intervalle ® ins Auge, die im Innern von o gelegen sind (sie
haben eine Gesamtlinge > |a| — 20), andererseits diejenigen, die #berhaupt
Punkte mit o gemein haben (und deren Gesamtlinge < [a] + 20”is'%);1"99
bekommt man fir Werte #, die oberhalb der erwéhnten Grenze liégen: A
(I ﬂl — 26) (1 - 6) n _é_ Na _S_ (l 0.‘ + 26) (r +’ 6‘)”; . £ ’,x(\.-;u .'~f->€

Vot et

" 3 l P
2 _Ja]| <38 + 28" et

v



318 H. Were,

§ 2.
Ubertragung auf mehrere Dimensionen. Anwendungen.

Dadurch daB man p Variablen 2, @,, - - -, 2, bestimmte Werte
Ty =0y, Ty =gy ** ) T =0,

erteilt, erhélt man einen Punkt (¢) im p-dimensionalen Raum; die ¢, sind
seine Koordinaten. Zwei solche Punkte nennen wir kongruent (gemeint
ist: mod. 1), wenn die entsprechenden Koordinaten der beiden Punkte
einander mod. 1 kongruent sind. Unter denjenigen Punkten, welche dem
gegebenen («) kongruent sind:

Ty =y, By =gy o, T, =0 (mod. 1),

gibt es einen und nur einen, welcher dem Einheitswiirfel 0 < #,, 2, - -
“+ %, < 1- angehdrt; ihn nemnen wir den Reduzierten. Identifiziert man
zwei Punkte, falls sie einander kongruent sind — oder faBt man jedes
System kongruenter Punkte als einen einzigen ,Punkt auf, so entsteht
aus dem gewShnlichen p-dimensionalen Raum eine geschlossene p-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit ®,. Ein Raumstiick (d. i. eine abgeschlossene,
im Endlichen gelegene Punktmenge mit bestimmtem Volumen ¥ im Cantor-
Jordanschen Sinne) des gewohnlichen Raumes ist, falls es keine zwei zu-’
einander kongruente Punkte enthilt, auch im &, ein (einfach bedecktes)
Raumstiick vom Volumen V. Eine lineare Transformation

»
Z; =’2 %+ 0 (=1,2,-p)
k=1
léBt sich danhn und nur dayn als eine Transformation des R, ansprechen,
wenn sie ganzzahlig und unimodular ist {d. h. wenn die Koeffizienten a;,
ganze Zahlen¥®) von der Determinante 4 1 sind}.
Es sei im %, eine unendliche Punktfolge

ca(n): @y =y (n), iz=oy(n), - -, 5,=a,(n) (mod. 1)
{n=1,2,8,.-,in inf}

gegeben. Wir fragen wie oben im Falle p — 1: wann liegt diese Folge
im 3, dberall gleichmiBig dicht, d. h. wann ist die Anzahl derjenigen
unter den » ersten der Punkte a(n), welche in einem beliebig abge-
grenzten Raumstiick vom Volumen V liegen, asymptotisch durch V- x
gegeben? Darauf antwortet das folgende, genau wie oben zu beweisende
Kriterium:

* Die a, konnen beliebige Zahlen sein.
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Satz 3'. Die Punkifolge a(n) erfiillt den R, dberall gleichmifig dicht,
wenn fir jedes System gamser, nichi samtlich verschwindender Zahlen
My, My, « -+, My, die Limesgleichung
2 e(myoy () + mg o (h) + . + m,e, () = o(n)
h=1
stattfindet.
Daraus ergibt sich sogleich folgende Verallgemeinerung von Satz 2:
Satz 4. Sind &, &, .-, &, wgend p Zahlen, swischen denen keine
gamzzahlige lineare Relation besteht (d. h. keine Relation

Zlgl + lQEQ + o +lpgp= l;

in der die Koeffizienten 7; und 7, ohne simtlich zu verschwinden , ganze
Zahlen sind), so liegt die Reihe der Punkie

(n§,, nks, -+ -, ng) {n=1,2,8,... in inf.}
mod. 1 wberall gleich dicht.

Die Behauptung, daB diese Punktfolge tiberall dicht liegt, ist der
Inhalt eines beriihmten Approximationssatzes von Kronecker.*) Das vor-
liegende viel schirfere Theorem ist zuerst im Sommer 1918 von mir in
einem Vortrag in der Gdttinger Mathematischen Gesellschaft aufgestellt
und auf #hnliche Weise wie hier bewiesen worden. Die im wesentlichen
tibereinstimmenden, von Sierpirski, Bohl und mir herrithrenden Beweise
des Satzes 2 lassen sich auf den mehrdimensionalen Fall nicht tibertragen,
wohl aber ist das mit dem elementaren Bohrschen Beweis moglich. Be-
treffs der iberraschenden Anwendungen, welche Herr Bohr von dem
Kroneckerschen und diesem schirferen Theorem auf die Theorie der Rje-
mannschen §{-Funktion machte, verweisen wir den Leser auf die oben
zitierte Schrift ,The Riemann Zetafunction and the Theory of Prime
Numbers“ von H. Bohr und J. E. Littlewood. — Wie sich die Aussage
modifiziert, wenn zwischen den £ eine oder mehrere ganzzahlige Rela-
tionen bestehen, soll im § 5 diskutiert werden.

Wir konnen den in Satz 4 die diskrete Reihe der ganzen positiven
Zahlen durchlaufenden Parameter # durch einen kontinuierlichen Para-
meter {, den wir als Zeit deuten, ersetzen. Dann kommt:

Satz 5. Bewegt sich im R, ein Punkt mit konstanter Geschwindig-
keit auf gerader Limie:

4) n=a,+ pt (e, ¥; Konstante),

*) Die Periodensysteme von Funktionen reeller Variablen, Berichte' d. K. Preus.
Ak, d. W. zu Berlin 1884, 8. 1071-—1080, und : Niherungsweise ganzzahlige Auflésung
linearer Gleichungen, ebenda 1884, 8. 11791193, 1271—1299. (Werke IIl 1, §. 32—109,)
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so betrdgt seime relative Verweilzeit in einem beliebigen Raumstiick so viel,
als das Volumen des Raumstiicks angibt. Vorausgesetet ist dabei, daf swischen
den Richtungseahlen y, keine homogene ganzzahlige lineare Relation besteht.

Ist wihrend der langen Beobachtungszeit von ¢ = O bis ¢ die Gesamt- -
linge derjenigen Zeitintervalle, wihrend welcher der bewegliche Punkt
sich in dem Gebiet G vom Volumen V aufhilt, = ¢z, so versteht man

t
unter der relativen Verweilzeit im Gebiete G den lim TG . Das Volumen
t=—o0

eines Gebietes G im R, kann man als die apriorische Wahrscheinlichkeit
dafiir betrachten, daB ein willkiirlich gewshlter Punkt in dies Gebiet G
hineinfdllt, und unser Satz besagt also, daB fiir eine geradlinige, mit
konstanter Geschwindigkeit durchmessene Bahn die relative Verweilzeit
gleich der apriorischen Wahrscheinlichkeit ist. Die Beziehung zur statistischen
Mechanik ist einleuchtend. — Sind m,, mg, - - -, m, irgend p ganze Zahlen,
die nicht alle verschwinden, und setzt man

myey + Mgty + - - A My, =, Mp + Mypy + -+ My, =7y,
go laBt unser auf einen kontinuierlich variierenden Parameter ¢ iiber-
tragenes Prinzip (Satz 3) erkennen, daB man zum Beweise des Satzes 5
allein der Gleichung

t

Se(atytyat—o(t)

0

bedarf. Diese aber ist evident, da das Integral auf der linken Seite sich zu

el@tyt)—e(@) _ 0(1)
. 7
berechnet.

Man kann Satz 5 in verschiedenen anderen Formulierungen aus-
sprechen. Unter einem geschlossenen Euklidischen Rawme versteht man
jede geschlossene p-dimensionale Mannigfaltigkeit, welche die Eigenschaft
hat, daB zu jedem Punkt derselben eine Umgebung gehort, in welcher die
Euklidische Geometrie giiltig ist.*) R, ist ein solcher geschlossener
Euklidischer Raum. Ist I irgend eine aus endlich vielen, sagen wir v,
ganzzahligen unimodularen linearen Transformationen des R, bestehende
Gruppe und faBt man jedes System von » nach der Gruppe I, équivalen-
ten Punkten des R, als einen einzigen Punkt auf, so entsteht aus R, ein

*) Das Problem, die Axiome der Euklidischen wie Nicht-Euklidischen Geo-
metrie 8o zu formulieren, daB sie nur tber die Umgebung eines jeden Punktes (deren
Ausdehnung unbestimmt bleibt) etwas aussagen, und dann zu untersuchen, welche im
Binne der Analysis situs verschiedenen Riume diesen Axiomen geniigen, wird nach
den Urhebern dieser Fragestellung das ,,Clifford-Kleinsche Problem der Raumformen*
genannt. Vgl namentlich Klein, Uber Nicht-Euklidische Geometrie, Math. Ann. 87.
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geschlossener Euklidischer Raum R[°, #ber dem sich R, als unbegrenzter
und unverzweigter endlich-blittriger Uberlagerungsraum ausbreitet, falls
keine der zu Iy gehorigen Transformationen einen Fixpunkt in R, besitat.
Es 148t sich streng beweisen (ich werde das im Anhang ausfithren), daB
jeder geschlossene Euklidische Raum ein solcher R}° ist. DemgemiB kénnen
wir behaupten:

Satz 6. In einem geschlossenen Euklidischen Raum verlaufen alle ge-
raden Linien, von leicht eu charakterisierenden Ausnahmegeraden abgesehen,
so, daf jede von ihnen jedem Punki des Raumes beliebig nahe kommt und
auch in jedem gleich groPen Gebiet desselben durchschuittlich gleich lange
verweslt.

LaBt man im R, zwei Punkte zusammenfallen, deren Koordinaten bis
aufs Vorgeichen mod. 1 iibereinstimmen, so daB dann ein einziger Punkt
durch die Kongruenzen

Tn=do, =10 ,2,=4a, (mod. 1)
unter Zulassung aller 2¢ Vorzeichenkombinationen bestimmt wird, so hat

jeder solche Punkt in dem Wiirfel von der Kantenlinge %:

1
0=, 2, xpé_{

einen und nur einen Vertreter. In diesem Wiirfel stellt sich dann die mit
konstanter Geschwindigkeit durchlaufene Gerade (4) als eine Zickzackbahn
dar, die ein Massenpunkt im p-dimensionalen Raum beschreiben wiirde,
der von den Winden jenes Wiirfels nach dem gewghnlichen Reflexions-
gesetz zuriickgeworfen wird (im Falle p = 2 als die Bahn einer Billard-
kugel). Wenn zwischen den Geschwindigkeitskomponenten nach den Ko-
ordinatenachsen keine homogene ganzzahlige lineare Relation besteht, verweilt
also ein nach diesem Geselz sich bewegender Punkt in jedem gleich gropPen
Gebiet des Wiirfels im Durchschnitt gleich lange. DaB er jeder Stelle im
Wiirfel beliebig nahe kommt, haben auf Grund des Kroneckerschen Ap-
proximationssatzes die Herren D. Konig und A. Sziics bereits friiher ge-
zeigt.*) Es wiirde keine Schwierigkeiten machen, die méglichen Ausnahme-
fille, von denen die Herren Konig und Sziles gleichfalls sprechen, voll-
stindig durchzudiskutieren.

Den R, kann man bekanntlich umkehrbar eindeutig und konform auf
den Torus abbilden; die geraden Linien gehen tiber in die Loxodromen
auf dem Torus, welche dessen Meridiane tiberall unter gleichem Winkel
schneiden. Man kann dabei einen Torus von jeder Gestalt herausbekommen,

*) Mouvement d'un point abandonné & lintérieur d’un cube, Rend. Circ. Mat.
Palermo 86 (1913).
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wenn man in unseren Betrachtungen den &, ersetzt durch diejenige zwei-
dimensionale Mannigfaltigkeit, in der zwei Punkte (7', %), (2", %) dann
und nur dann zusammenfallen, wenn
#=2" (mod.a), y'=y" (modbd)

ist; unter a, b sind dabei zwei fest vorgegebene reelle Zahlen verstanden.
Jede dieser Mannigfaltigkeiten liBt sich aber durch eine vorgéngige affine
Transformation der Koordinaten zy in den R, verwandeln. Der Torus
entstehe durch Rotation eines Kreises vom Radius 7, und % sei an jeder
Stelle seiner Oberfliche der Wert der GauBschen Kriimmung. Dann kénnen
wir sagen: Eine Loxodrome auf dem Torus verlduft (abgesehen von leicht
zu charakterisierenden Ausnahmen, die geschlossene Kurven sind) so, daf
sie ihm iiberall dicht bedeckt; die Dichtigkeit, mit der das geschieht, ist jedoch
an verschiedenen Stellen nicht die gleiche, sondern proportional au 1 — r*x
(ist also groBer an den der Rotationsachse zugekehrten Teilen des Torus
als an den abgewandten).

Fir p =2 kann man den Satz 5 offenbar auch so aussprechen: Is
ET? eine Strecke*®) im Ry, die der geradlinigen Bahn (4) des beweglichen
Punktes wicht parallel ist, so kommt es im Durchschnitt pro Zeiteinheit so
oft vor, daf3 der bewegliche Punkt diese Strecke twberschreitet, als der Inhalt

des aus der Strecke ﬁ_g‘ und dem Geschwindigkeitsvektor (py, y;) gebildeten
Parallelogramms angibt. Vorausgesetzt ist dabei, daB das Verhiltnis der
Geschwindigkeitskomponenten p,:p, irrational ist.

Diese Formulierung rithrt von Herrn Bohl her und ist von ihm aus
Satz 2 hergeleitet worden. Er benutzte sie dazu, um eine von Lagrange
aufgeworfene Frage tiber die Superposition von Schwingungen zu erledigen.
Ein aus der Superposition von m einfachen Schwingungen hervorgehen-
der Schwingungsvorgang wird durch eine Formel

5) 8= Ce(ws+ 1it)

beschrieben, in der die «;, y; reelle, .die C, positive Konstante sind; geo-
metrisch a8t er sich in der komplexen s-Ebene durch eine Epizykelkurve
darstellen. Wir schreiben 2z =7 ¢(6), indem wir unter »(>>0) den abso-
luten Betrag und unter ¢ das Azimut von z verstehen. Lagrange warf
die Frage auf, ob das Azimut ¢ im Durchschnitt pro Zeiteinheit um einen

konstanten Betrag wichst, d. h. ob der lim i:- existiert. In einem beson-
. t=0

deren Falle konnte Lagrange selber die Frage bereits beantworten; wenn

*) Eine Strecke B4 ist i tirlich i
) Eine Strecke B0 ist im R, natirlich miché eindeuntig durch Ahfaugs- und
Endpunkt § und ¢ bestimmt. —_— s
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némlich eines der C,, etwa C,, groBer ist als die Summe aller andern,
gilt — sogar dann, wenn man die Argumente o, + y,# durch unabhingige
Variable ersetzt — stets

1 .
6 — (ent7at)| <, lim 5=y,
i=o0
Herr Bohl konnte im Falle m =3 auch den Nicht-Lagrangeschen Fall

erledigen. Er zeigte: Sind nA; die Winkel des aus den drei Seiten C; ge-
bildeten Dreiecks, so ist

(6) }i’f, % = 1A + 23As + 25

Vorausgesetzt ist, daB zwischen den y, keine ganzzahlige lineare homogene
Relation besteht. Beim Beweise darf man e = p; = O annehmen.

M #=re(0) = Cie(z;) + Gy e(zm,) + Gy
verschwindet als Funktion von #,, z, fiir die beiden Punkte
1—A 14 A
x1561= 2’ x156‘1=:|;’
B: (mod. 1); 0: (mod. 1)
— 14+ A - 1—A,
xs=ﬁs="‘*2— Ty =0y = —5

im R,. Schneidet man den R, in der Strecke

35‘ 2 = v + 8,(1—7)

Ty = Pyt + 03(1—7)

auf, so kann man durch eine sehr einfache geometrische Betrachtung
zeigen, daB die durch (7) definierte Funktion 6 = o(z, z;), die um die
Punkte $, 8 herum verzweigt ist, in dem aufgeschnittenen R, eine stetige

eindeutige Funktion ist, die aber iber den Schuitt ,?5 hiniiber den Sprung 1
erleidet. Daraus ergibt sich ohne weiteres das Bohlsche Gesetz.

Da der Satz 5 fiir jedes p giiltig ist, macht es keine Schwierigkeiten,
die Lagrangesche Frage nicht nur fiir m = 3, sondern fiir jedes m voll-
-sténdig zu beantworten (was Herrn Bohl noch nicht gelungen war). Ist
m =4, so zerfallt der Nicht-Lagrangesche Fall noch wieder in zwei Unter-
falle. Ich spreche hier das Resultat fiir den einen dieser Unterfalle aus*):

Satz 1. Es seien vier positive Zahlen O, < Cy< Cy < C, gegeben, fiir
die C,+ C,> Cy+ Cy und C,< C'+ Cy+ Gy ist. Alsdann vermag en
cbenes Gelenkviereck mit den Seiten C, in einem eingigen Zykel die simtlichen

(mod. 1) (0<r< 1)

*) Vgl. hierzu einen von mir auf der Friihlingstagung 1914 der Schweizerischen
‘Mathematischen Gesellschaft gehaltenen Vortrag ,,Une application de la théorie des
nombres 2 1a méeanique stabistique et & la théorie des perturbations*, Enseignement
wathématique N°: 6, 16* Annde (1914).
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inkongruenten Zustinde zuw durchlaufen, deren ein ebenes Viereck mit den
Seiten C, iberhaupt fihig ist. Bezeichnet 2mk; die Winkel,» welche die Seiten
C, eines solchen Vierecks in seiner Ebene mit irgend einer fest in derselben
angenommenen Geraden bilden, so kehren die Winkeldifferenzen 2x(§,— &,)
bei Durchlaufung eines solchen Zykels simitlich zu thren Ausgangswerten
suriick. Man bilde das iiber einen Zykel erstreckte Integral
A = 5[ (ol — B2k + (b dh— k) + (EidE — 5 dE)

und analog A,, As, A,. Diese Integrale sind unabhingig davon, in welcher
Weise das ebene Gelenkviereck seime sdmilichen inkongruenten Zustinde
durchliuft und auch unabhingig davon, gegen welche feste Gerade die Winkel
2k, gemessen werden. Ich nemne sie daher die Integralinvarianten des
Gelenkvierecks. Ihre Summe ist =1. Durch Superposition von vier einfachen
Schwingungen mit den Amplituden C, enisteht die Schwingung

4
# = re(0) =2 Cie(e;+ :1);
i=1
4
thr Azimut 6 wichst im Durchschnitt pro Zeiteinheit um Zy,.A,.,
=1
falls zwischen den y; keine ganzzahlige lineare homogene Relation besteht.
Die Integralinvarianten A; scheinen zu den Seiten C, des Gelenk-
vierecks in analogen Beziehungen zu stehen, wie sie gemiB der ebenen
Trigonometrie zwischen den Winkeln und Seiten eines Dreiecks statthaben.
Die Frage von Lagrange hat ein besonderes Interesse in der Astronomie.
Dort bedeutet » die numerische Exzentrizitiit einer Planetenbahn, ¢ aber
die Perihellinge (oder r den Sinus der Bahnneigung gegen die unver-
tnderliche Ebene des Planetensystems und ¢ die Knotenlinge). Formeln
von der Gestalt (5) stellen also insbesondere das sikulare Vorriicken von
Perihel- und Knotenldnge dar. Der Nicht-Lagrangesche Fall liegt in unserem
Sonnensystem nur vor fiir Venus und Erde.

§ 3.
Die Reihe S'e (pn)) fiir éin Polynom .

Bisher haben wir angenommen, daB die Punkte im R,, die wir be-
trachteten, in linearer Weise von einem, sei es kontinuierlichen, sei es
die ganzen Zahlen durchlaufenden Parameter abhingen. Wir gehen jetzt
zu dem allgemeineren Fall tiber, daB diese Abhingigkeit durch Polynome
hiheren Grades gegeben wird. Lassen wir den Parameter ¢ (die Zeib)
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kontinuierlich alle Werte durchlaufen, so kinnen die entsprechenden Fragen
sogleich erledigt werden auf Grund der Formel

®) Se(p®) @t = o(t),

die giiltig ist, wenn ¢(¢) irgend ein Polynom von ¢ ist, das sich nioht
auf eine bloBe Konstante reduziert. Nachdem der lineare Fall besprochen
ist, konnen wir den Grad von ¢(f) groBer als 1 annehmen. Wir bestim-
men ein {, so, daB fiir ¢ > ¢, die Ableitung ¢’(t) bestindig dasselbe Vor-
zeichen, etwa das positive hat, und machen in dem Integral

t
2mi j e(p(t)) dt E>4)

to

die Substitution @(t) =xz. Es geht dann iiber in

¢
: dea)
2mfe(x) 7O J ¥

t=t, °

Partielle Integration liefert:

(@) @ (®)
(t)]l.,-*-f (@ ®)* e(p®)dt.

Da f LMY konvergiert, ergibt sich daraus die Konvergenz von
to

Setptyat.
0

Gleichung (8) ist also sogar in der schirferen Form

Se(p@)) @t — 0(1)

bewiesen. Mit Hilfe unseres Prinzipes erschlieBen wir daraus:

Satz 8. Sind @), s(t), - -, @,(¢) irgend p Polynome von solcher
Art, dap keine mittels ganesahliger, nicht simtlich verschwindender Koeffi-
gienten aus thnen su bildende lineare Kombination sich auf eime blofie Kon-
stamte redugiert, so verweilt ein nach dem Gesetz

= gy(t) (= 15-93’“5 )
im R, sich bewegender Punkt in jedem gleich groPen Raumstiick. (bemuv
endhch ausgedelmier Beobachtungszeit) im Durchschnitt gleich.lamge. .
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Schwieriger wird die Untersuchung, wenn wir den kontinuierlichgn
Parameter ¢ durch den diskreten n ersetzen, welcher der Reihe nach die
natiirlichen Zahlen durchliuft. Es kommt alles darauf an, zu zeigen:

Satz 9. Ist in einem Polynom ¢** Grades @(2):

p(e) = o 80 + "‘q—129—1 +--te
einer der Koeffizienlen «, o _y, - -, @, trrational, so gilt die Limesgleichung

9) D elp®) = o(n).
h=0

{Zusatz: Ist o umler den irrationalen Koefficienten derjenige, welcher
den hiochsten Index 1 trigt, so gilt (9) bei festem «, gleichmdfig mit Bezug
auf alle Werte der folgenden Koeffisienten o,_,, - - - ,, .

Fir o(s) = as? ist dieser Satz zuerst von denm Herren Hardy und
Littlewood in Cambridge (1912) ausgesprochen worden.*) Fiir Polynome
@(#) vom 2. Grade haben die beiden Autoren einen auf der Anwendung
des Cauchyschen Integralsatzes beruhenden Beweis seither in den Acta
Math. publiziert**); wie ich einer freundlichen Mitteilung des Herrn Hardy
entnehme, haben sie aber die Giiltigkeit von Satz 9 genau in dem gleichen
Umfange wie ich erkannt, und ihr Beweis, der von dem meinigen durch-
aus abweicht, wird binnen kurzem in den Acta Math. erscheinen.

Ich betrachte im gewGhnlichen g¢-dimensionalen Raum alle Gitter-
punkte r=(r;,73,-+-,7,), d. h. alle Punkte mit ganzzahligen Koordinaten 7,,
welche dem ,oktaedrischen“ Bereich

lr]=|”1|+lrs|+"‘+"ql§”

angehren. Ihre Anzahl heiBe n; sie ist

“29(:)+2q_1(qf1) (f) +29_2(qﬁ2) (§)+~-+1,

Doch kommt es auf den genauen Wert von n, nicht an; wir brauchen
nur die (zahlengeometrisch ja ohne weiteres evidente) fiir unendlich grofe
n giltige asymptotische Formel

@ny
et

Dem Beweis von Satz 9 miissen wir diesen Hilfssatz vorausschicken:

*) In ihrem Vortrag ,Some problems of Diophantine approximation*; vgl. den
KongreBbericht.

**) Acta Mathematica 87, S. 193—238, Theorem 2.14 auf S. 213. Diese Arbeit
ist die Fortsetzung der auf S. 165 beginnenden Abhandlung ,,Some problems of Dio-
phantine Approximations*, deren 3. Teil gegenwirtig noch aussteht. ..
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Es sei & eine irrationale Zahl. Unter den n, Gitlerpunkien

T=(ry, 7y rq))
welche dem oktaedrischen Bereich |t| < n angehiren, fassen wir dicjenigen
s Auge, fiir welche die Zahl

iy - -+ 7,E mod. 1
o dem beliebig wvorgegebenen Intervall ab wvon der Linge ¢ =b—a <1
gelegen ist; ihre Ansahl, wird behauptet, betrdgt asymptotisch ¢-n,.

GemiB dem in Satz 1 aufgestellten Prinzip hat man zum Beweise

nur die Limesgleichung

(10) lim nl 23(’1"'2"'7'q'§)=0

n=c ] 4
-]

herzuleiten. Trifft diese ndmlich fiir jede irrationale Zahl £ zu, so wird
sie aufler fiir £ auch fiir jedes ganzzahlige Multiplum m§ von &(m = 0)
bestehen. Da fiir ¢ = 1 die behauptete Gleichung richtig ist, kénnen wir
den Beweis mittels des Schlusses von ¢ — 1 auf ¢ erbringen. Ich fiihre
in der Summe auf der linken Seite von (10) zunéchst die Summation
nach 7, dann nach den ubrigen r aus. Bezeichnet 1’ den ,projizierten®
Gitterpunkt (r,, 7y, - -+ 7,_,) im (g—1)-dimensionalen Koordinatenraum

(®,=0), so setze ich also
3-3>
12 T rq

Die auBere Summation nach t’ erstreckt sich dabei iiber den oktaedrischen
Bereich [t'| < » und fiir jedes solche 1’ die innere tiber alle der Bedingung
lrl <m—|7|
geniigenden ganzen Zahlen. Die innere Summation kann ich ausfithren
(geometrische Reihe); sie ergibt, wenn noch

7ty 1, =R

1
IEG(TQRS) l S smWED|
Da jene Summe aus hochstens 27 + 1 Gliedern besteht, gilt auBerdem
lZe(r RY)| <20 +1.

Ich wahle eine posltwe Zahl s( ) er wollten annehmen, da8

unser Satz fiir ¢ — 1 bereits feststlinde; dann wissen wir, da8 die Anzahl
derjenigen unter den %, ; Gitterpunkten Ty fiir ‘welche BE mod. 1 zwischen
~— & und + & liegt, asymptotisch = 2& P15 mithin- fiir;. hinteichend
groBes n gewiB < 3s-m,_, ist. Fir diese t" wenden wir dje.zweite der

gesetzt wird,
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eben angegebenen Abschitzungen der inneren Summe an, fiir die iibrigen

liefert die erste:
1

lrze(raRg)lé sinze

Wir haben insgesamt
1
| Setiner 9] =| SIS 3 SSn,s (st D)
2
Da
lim my_y(@n1)
n=0 q

ist, wird infolgedessen fiir hinreichend hohe #:
1
L Setan Bl <e@g+D),

und das war der Inhalt unserer Behauptung.

Beim Beweise von Satz 9 werden wir diese Folgerung unseres Hilfs-
satzes zu verwenden haben: Diejenigen Systeme ganzer Zahlen r,, 7y, - -
* 4 ¥4y, fir welche

[ =l +lra + s +Hlr [ S
ist und B =7y ---7,_ & mod. 1 zwischen — ¢ und + & liegt, sind fiir
hinreichend groBe # in einer Anzahl <3¢-n,_, vorhanden.
Nachdem dies vorausgeschickt ist, konnen wir die Untersuchung der

Summe
o, = D, e(p®)

in Angriff nehmen. Wir setzen zuniichst voraus, daB der hichste Koef-
fizient «, von @(e) irrational ist.
1. Schritt. Die Konjugierte von 6, ist

5= e(—gM);
also r=
[0,2= 0,5, = D) De(@®)-e(—ph) = D e(ph)— p(h).
A=0%k=0 Ak
Ich setze » =k + r; dann wird
p(h) =9k+7)=g) +ro(r, k).

@(r, k) ist eine ganze rationale Funktion von % und », die nur Glieder
(g—1)*" oder niederer Ordnung enthiilt; in ihrem Ausdruck kommt der
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Koeffizient &, nicht mehr vor; die Entwicklung nach fallenden Potenzen
von k beginnt mit dem Term ge k¢~'. Wir haben also jetat

CA ZZC(WO’ ).

Der Summationsbereich wird beschrieben durch:
0LkLn, 0Lk+r<nm.

r durchlduft also das ganze Intervall von — » bis +#, und in der inneren
Summe durchliuft % fiir jedes solche » die sémtlichen ganzen Zahlen des
Intervalls von O bis # — |7| oder von || bis %, je nachdem r >0 oder
r< 0 st -

2. Schritt. Verwenden wir das Zeichen n, fir ¢ =1,2, --. in der
gleichen Bedeutung wie im Hilfssatz, so erhilt man aus der letzien Glei-
chung mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung

6.0 < S| Se(rom, i)l
Nunmehr wiederhole ich das beim ersten Schritt befolgte Verfahren. Es ist
‘ Zk'e(rq;(r, k))’8 =ge(r¢(r, by —rord).

Wiederum schreibe ich

k=1l+s, onk) =9 l+s)=0rl) +sprsl).
Die ganze rationale Funktion ¢ (7, s, ) von 7, s und ! enthilt nur Glieder-
der Ordnung < ¢ — 2 und beginnt bei der Entwicklung nach absteigen-

den Potenzen von ! mit dem Term g(g—1)«,l2~%; die Koeffizienten &, ¢
kommen nicht mehr vor. Im gegenwiértigen Stadium ist

|, < 3 Zelraptr, D).

(r,s) durchliuft hier das zweidimensionale ,Oktaeder |7| + |s| < » und {
dasjenige Intervall, welches aus dem oben geschilderten Summationsinter-
vall von % entsteht wenn man hinten oder ¥orn |s| Aahien ‘abstreicht,

je nachdem s> 0 oder s <0 ist.
Der 3. Schritt beginnt mit abermaliger Anwendamga d%r Sohw:a.rz*--

schen Ungleichung, welche liefert:
le*< ”?”22 l 26("39”(7: s, 1) lsy

und geht dann in der gleichen Weise weiter wie oben.

Wir miissen diesen ProzeB fortsetzen bis zur Ausfihrung des (q—-l)"“‘
Schrittes. Dazu miissen wir die Summationsbuchstaben &, %1, -5 7, 8, -
durch Indizes unterscheiden, etwa so:

Mathematische Annslen. LXXVIIL 22
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hy=r, +hg; @(hy) =g(hy) +r@(r,hy),
hy=ry +hg; @(71, hy) =y, hs) +r9(ry, 75, hg),

hq—1="q—1+h H ‘P("u"':"q-ex]‘9—1)=§0("1;"':”q—z>h)+"q—1¢("1;"2;"':"9-177’)-
Es wird das letzte, von den g Argumenten r,, 7y, -+ 7,_,, h abhingige ¢

nur Glieder der 0. und 1. Ordnung enthalten, und der Koeffizient, mit
welchem % multipliziert ist, lautet gl :

P(ry, 73, To-1> h) =gq! “qh + (B + Byry+ Byrs +- - +ﬁq-17’q_1)-
Die konstanten Koeffizienten B berechnen sich aus den beiden ersten
Koeffizienten «,, @,_, von ¢(2) in einer Weise, die uns hier nicht weiter
zu interessieren braucht. Fihre ich folgende Abkiirzungen ein:
R= 1305 Ty 0= R(Bo+Piri+hrat - +h_17-1) E=1¢! &5
¢=2"1, N= (”1)w—s(”s)2q-" o ”g-a Ny _25
(fur ¢ =2 ist N =1 zu setzen), so kommt schlieBlich die Ungleichung
(11) |0, < N Z{e(e) Se(RER))

zustande, in welcher t'= (ry, 7y, -, 7,_;) das Oktaeder |v'| <n durch-
liuft, % aber ein von t' abhingiges zusammenhingendes Intervall von
n 4 1 —|1’| ganzen Zahlen; dasselbe entsteht dadurch aus On, daB man
der Reihe nach (4=1,2, --,g —1) jedesmal |»,| Zahlen hinten oder vorn
abstreicht, je nachdem 7, > 0 oder < 0 ist. Ersetzt man in dem Ausdruck
fir N jedes m, durch #f, so geht N in eine Potenz von n iiber, deren
Exponent

1.207%42.207443. 20754 ... + (¢—2)- 2= Q —¢q
ist. Daher gilt fiir IV selber eine asymptotische Formel

i _NNx.nQ‘_q’
L

in der x eine nur von ¢ abhingige Konstante ist.

~ In (11) kénnen wir die innere Summe nach %, da sie eine geo-
metrische Reihe ist, auswerten. Wir bekommen fiir alle 1/, fiir die R§
mod. 1 nicht zwischen — ¢ und + & liegt,

S <

sinme?

fir die tbrigen t’, deren Anzahl bei hinreichend groBem » kleiner ist als
3&-m,_,, benutzen wir wieder die rohe Abschitzung

| 2] <n+1.
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Dann folgt aus unserer Formel (11) die Ungleichung
0, * SN n,_ [Be(n+ 1) + o)

ginmwe

Sobald # hinreichend groB ist, wird daher

Q x.99"1
<8¢ (i + 1),

Sn
n

und unser Beweis ist beendet.
Wenn der hochste Koeffizient nicht irrational ist, sondern etwa
@y Oy _1, """ %y Tabional sind, aber «; irrational, so sei G der General-

nenner der Briiche «, ,_,, - -, &,,. Wir trennen dann die > in @
n

Teile je nach dem Rest, welchen #» mod. G 13Bt. Wir ersetzen also n
durch Gn + r und haben
Gn—1 G—-1 n

D e(pm) =2 D e(9(@h+)).

h=0 r=0 h=0
Es ist aber ¢(Gz+r) fiir jedes r =0, 1,---, G —1 einem Polynom 9, (s)
vom I** Grade mod. 1 kongruent,*) dessen hdchster Koeffizient o« G*
irrational ist. Infolgedessen ist jede einzelne der G- Summen, in die wir
unsere urspriingliche zerlegt haben, = o(n).
Neben 6, kann man Reihen wie

) Zne(qo(%)), 2;1;8(99("))

2a,¢(pm)

oder allgemein

betrachten, in denen a,, ay, ag,- -+ positive Zahlen sind, deren Summe

divergiert.
Satz 10. Die Limesgleichung

) Zn: a,e(p®) =o (j a,,>

h=0 h=0
gilt fir jede divergente Reihe ay+ a,+ ag+ ---, deren positive Glieder
monoton abnehmen. Nehmen die Glieder monoton 2u, so gilt die gleiche Be-
hauptung jedenfalls immer dann, wenn
na, = 0 (2 a,,)
h=0
ist; also beispielsweise stets, wenn a, wie eine Potenz von n wichst.

*) Zwei Polynome heien kongruent mod. 1, wenn ihre Differenz ein Polynom

mit lauter ganzzahligen Koeffizienten ist.
22%



332 H. WsrL.

Dies ergibt sich in bekannter Weise durch Anwendung der partiellen
Summation. Es ist

n n~"1
|
2“1-6(‘1’0‘)) = @,6, + 2, 04(@)— B 4p)-
k=0 h=0
Ist & eine vorgegebene positive Zahl, so gilt von einem bestimmten &
ab |6,| <&-h, und darum ist

n—1

<C,+&na, + Ezhlah—%“l;
h=0

n

2 a,e(p®)

h=0

wo C, eine wohl von & aber nicht von # abhingige Konstante bedeutet.
Nehmen die @, monoton ab, so ist die Summe rechts

n—1 n

= 2, h(ay— 441) = 2, A — NaQ,,
h=0 k=1
n

> welp®)

h=0

und wir finden

<0+ ejah.ﬁ

h=0

Damit ist dieser Fall erledigt. Nehmen hingegen die @, monoton zu, so
ist die Summe rechts

n—1 n
= 2, bty — ;) = na, “‘2 < na,,
h=0 k=1

und wir bekommen

n

Z a,e(p ()

h=20

L0+ 2¢na,.

Ich hebe insbesondere die Gleichung

n

Q)
- SR

h=1
hervor. *) -

*) Das urspriingliche Ziel der Hardy-Littlewoodschen Untersuchung war die
Gewinnung der Limesgleichung

¢+t =o(g)

fir die Riemannsche ¢-Funktion, d. i. *
¢
tilgn
o S
p o(gd).
n=1

Dies kann man gleichfalls mittele der hier auf X e(pn)) angewendeten Methode be- -
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Au.ch 'Fé'mllt‘a , in denen die Reihe a, + @+ a3+ - - - konvergiert, sind
von Wichtigkeit. Betrachten wir z. B. die einfachste 9-Funktion: ’
+
'9'(’17; Z) —_ Ezm eﬂnino (,zl < 1)
fiir re'e]le Argumentwerte v (¢ ist der gewShnlich mit ¢ bezeichnete Modul)
Schreiben wir, indem wir |2| = » setzen, # = r¢?7i® und behalten von der
Summe zunéchst nur den Teil bei, der von % =0 bis 4 co I
= auft
dio -Reihe iber in ’ ) %0 gent

o0

Zr""e(q;(n)) {p(n) =an®+on}.

n=0

Wir wollen das Verhalten der §-Funktion untersuchen, wenn der Modul 2
lings eines Radius gegen einen auf dem Einheitskreis gelegenen Punkt
konvergiert, d. h. wir wollen r (unter Festhaltung von « und v») von
kleineren Werten her zu 1 konvergieren lassen Unsere Reihe konnen

wir schreiben
«©
"
: 5 c’lr b

indem wir ¢, = O setzen, falls #» keine Quadratzahl ist, wenn aber » eine
Quadratzahl = m?® ist, ¢, = e(p(m)). Hier liefert die partielle Summation

2 ¢, =§ C,(r*—r*+t) = (1—r7) -2 C,r", *

Co=c+e¢+- -+ c,,=§e(tp(m».
m=0
Wenn ¢ irrational ist, wird
C,=o(Yn) oder C,=o (3—‘25 = (2 .’;.:1‘)') :
Da '
’ 2w3-5---(2n+1)r"=<1_r)—%

2.-4.--2n
=0

hm{ 1—r. ‘,,r"}-O. ’
r=1 V 'rm;(:,c .

F

ist, gilt also

weisen; es liegt dieser Satz sogar, wie mir scheinen will, weniger tief als der Satz 9,
da man zur Herleitung von (%) sich nicht aunf das ,,Prinzip* (Satz 1) zu stitbzen ‘braucht.
Ich werde meinen Beweis spiter (vielleicht im Anschlub an die Arbeit der Herren
Hardy und Litblewood fitier diesen Glegenstand) verdifentlichen.
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Wir erhalten demnach fiir die 9-Funktion:¥)
1
H(z;0) =0 (—‘-#V-“_l 7 )

Etwas Entsprechendes findet statt fir die allgemeinere Funktion

+
B(2; vy, vgy - - 5 vq_l) = 2 z”qe(/()ln—{- vgni4 -+ V4 ne=1).
Satz 11. Lidpt man £ bei konstamtem, mit 2x inkommensurablen
Azimut gegen den Einheitskreis konvergieren, so ist

’9(5; U1y Vgy* %y vq—l) =0 (Vlti—l;l)

gleichmifig in den redlen Argumenien v.

§ 4.

Folgerungen fiir die Gleichverteilung von Punkten im $%,.

Aus Satz 9 flieBen auf Grund des Prinzips, auf das unsere ganze
Untersuchung basiert ist, diese Folgerungen:

Satz 12. Ist @() ein Polynom mit dem Fkonstanten Term o, und
sind wicht alle Koeffizienten von @(g) — e, rational, so liegt die Reihe der

Zahlen
¢(1), 9(2), 9(3), - -
mod. 1 #berall gleich dicht.
Insbesondere:
Satz 13. Ist & eine irrationale Zahl, so bedeckt die Reihe der Punkte

1%, 48, 9§, 16§, 25§, .- -,

wenn man die Zahlgerade auf den Kreis vom Umfang 1 aufrollt, die
Peripherie des Kreises iberall gleich dicht. Das Entsprechende gilt, wenn man
die Quadratzahlen ersetet durch die Kubikzahlen oder die vierten Potengen usw.

Allgemeiner:

Satz 14. Sind

91 (2), 93(2), - -+, ¢p(z)

wrgend p Polynome von der Art, daf keine mittels beliebiger, nicht simitlich
verschwindender ganzer Zahlen aus den ,(2) gebildete lineare Kombination

ein Polynom ergibt, das einer Konstanten mod. 1 kongruent ist, so liegt die
Reihe der Punkte '

*) Vgl. Hardy und Littlewood, Theorem 7 des Cambridger. Vortrags.
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z = g,(n), 2= p;(n), - T, = ‘pp("’) (mod. 1)
{n=1,2,3,---in inf.}

im R, dberall gleich dicht.
Denn fiir jedes System nicht simtlich verschwindender ganzer Zahlen
My, Mg, -+, My, ist

‘P(z) =M P, (5) + 9”,@2(43) + e + mpmp(z)
ein Polynom, das die Voraussetzung des Satzes 9 erfiillt.

In Satz 14 sind als besondere Tatsachen enthalten:

Satz 15. Ist & eine irrationale Zahl und grenst man im Einheits-
intervall 01 drgend q Intervalle a;b, (1=1,2,.-.-,q) ab, so ist die Anzahl
derjenigen unter den n ersten ganzen Zahlenm h=1,2, ..., n befindlichen,
fdr welche die mod. 1 reduzierte Zahl (hE) in a, b, und zugleich (h?E) in
@by, - - (h28) in ayb, liegt, asymplotisch

= (b —a) By —ay) - - - (B,—a,)n
fiér lim # = oo,

Satz 16. Sind &, &, -, &, irgend p Zahlen, swischen denen keine
gamzzahlige Uineare Relation besteht, und gremet mam im Einheitsintervall
beliebige pq Strecken ay, b,; ab, so sind digjenigen unter den Zahlen
h=1,2,.-. n, fir welche dic simtlichen Ungleichungen :

ay S (hE) Kby, ag < (RPE) Kby, -0y G = () S bgu
am S (hga) S btn “ss S (kzgs) S bssr VLY S (h Ers) § bql)

a’lgs (hgp) S b1p7 aﬂps (hﬂg ) S bsp: ) qpé (h g ) é bgp
bestehen, asympiotisch in der Ansahl

”n- H n(bii"“tj)

t=1

vorhamden.
Auch die Herren Hardy und Littlewood haben in ihrer ersten Arbeit

in den Acta Math. (auf elementarem Wege) gezeigt, daB Zahlen 4 von
der in Satz 15 und 16 geforderten Beschaffenheit itberhaupt existieren;
gie bediirfen dieser Tatsache zu ihrem Beweis des Satzes 9. Die hier
aufgestellten Theoreme, die wir in umgekehrter Wegrichtung aus dem
anders und direkt bewiesenen Satze 9 erschlossen haben, sind von ihnen
nur vermutet worden.

Ein weiterer interessanter Spezialfall von Satz 14 ist dieser:

Satz 17. Ist @(2) ein Polynom, in welchem 2. die hichste vorkom-
mende, einen irrationalen Koeffizienten tragende Potenz ist, und achtet man
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darauf, wann und wie oft es vorkommt, daf je | aufeinanderfolgende der

Zahlen
‘P(l)) 9’(2)’ 97(3)’ te

wmod. 1 der Reihe nach in [ vorgegebene Intervalle a;b; fallen, so stellt sich
heraus, daf die relative Hiiufigkeit eines solchen Vorkommnisses gleich der

11
apriorischen Wahrscheinlichkeit H(b,. —a,) ist.
i=1
Man hat zu priifen, ob es ! ganze Zahlen m,, m,, -- , m,_, geben
kann, so daB

ein Polynom ist, dessen simtliche Koeffizienten, vom konstanten Gliede
abgesehen, rationale Zahlen sind. Bei der Priifung dieser Frage kann man
@ ersetzen durch dasjenige verkiirzte Polynom, welches aus ¢ entsteht,
wenn man alle Glieder mit hoherer Potenz als #* streicht. Ist das verkiirzte

@(2) gleich a2 + e, 2-1+ .- + o (e irrational),
so bat man

1 _—

@(#+r)=as + (a(l)r+oc1>z“1+ (e (;)r”—}— o (l ) r+a2)z'—2+~-~.
Sollen die Zahlen m, die geforderte Beschaffenheit haben, so ergeben sich
also der Reihe nach die Gleichungen

; i-1

Sin o,
r=0
-1
1 2’ m, =0,
r=0
-1
r=0
und daraus erhilt man
mo=m1=..-—_—mz_1=0,

Zugleich erkennt man, da der Satz fir mehr als ] aufeinanderfolgende
der ¢(n) nicht mehr richtig sein kann.
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§ 5.
Die Ausnahmefille.
Es seien wieder
P1(2), 93(2), - - ‘Pp(z)

irgend p Polynome mit reellen Koeffizienten ohne konstantes Glied.*) Ich
nehme jetzt an, es gibe ganze Zahlen [, so daB

Lo (@) + Lga() + -+ 1,0, (2)
ein Polynom mit lauter rationalen Koeffizienten wird. Ein System ganzer
Zahlen (I, 1y, - - -, 1), fiir welches dieser Umstand eintritt, will ich als einen
yPunkt [“ bezeichnen. Die Punkte { bilden ein Gitfer; d. h. mit [ ist auch
immer — [ und mit zwei Punkten I, I” auch die Summe U+ (" ein
yPunkt 1“**) Nach einem bekannten Verfahren, das von Minkowski als

»Adaption eines Zahlgitters an ein enthaltenes“ bezeichnet wird,***) lagsen
sich jetzt Punkte [:

o=y by, vy Lip) (k=1,2,...q)
in einer Anzahl ¢ < p so bestimmen, daB zwischen ihnen keine Relation

9
2?/1;[1: = 0 mit beliebigen, nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten
k=1

Y, besteht, alle Punkte [ sich aber mittels gamzeahliger Koeffizienten Ry,
aus den [, zusammensetzen lassen:

I=Zq'h,,[k.
k=1

Diejenigen Punkte r = (x,, 3, - - -, #,), die mit Hilfe beliebiger reeller
Koeffizienten y, in der Form
g
£= Dyl
k=1

dargestellt werden kénnen, bilden im gewdhnlichen p-dimensionalen Raum
eine g-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit §). Ich verstehe unter einem
Gitterpunkt jeden Punkt g mit ganzzahligen Koordinaten x;; dann be-
haupte ich, bilden die Punkte [ die simtlichen, auf der linearen Mannig-

*) Die letzte Annahme wird nur der bequemeren Ausdrucksweise wegen gema?ht.
* In welchem Sinne hier Punkte mit Zahlfaktoren multipliziert und addiert
werden, bedarf wohl kaum einer ausdriicklichen Erklirung.
** Diophantische Approximationen (Leipzig 1907), § 14; kiirzer ist das Ver-
fahren beschrieben z B. auf S. 78 meines Buches ,,Die Idee der Riemanmschen Fliche'
(Leipzig 1913). 2
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faltigkeit 9) gelegenen Gitterpunkte. Da zwischen den Punkten [, keine
lineare Relation besteht, findet sich in dem Schema

ln: 112) T llpf

lgl} lgs: Y lqp
eine g-reihige, von O verschiedene Determinante, etwa

L = Hlik”’.'—‘lrst"'yq *

kE=1,2,--4¢
Aus den ersten g der Gleichungen

q
& =2 yklkt (z= 1, 27 ot ')p)
k=1

geht, wenn ¢ = (z,) ein auf ¢ gelegener Gitterpunkt ist, durch Auflésung
nach y hervor, daB die y, gebrochene Zahlen mit dem Nenner L sind.
Mithin ist Ly ein Punkt [, infolgedessen aber auch (man gehe auf die
Definition der Punkte [ zuriick) ¢ selbst, und daher miissen gemaB der
Auswahl der Punkte [, die Koeffizienten y, ganze Zahlen gewesen sein.

q
Da alle in §) gelegenen Gitterpunkte folglich in der Form 2 y, [, mittels
k=1

ganzer y, dargestelllt werden konnen, findet man durch Fortsetzung des
Adaptionsverfahrens, daB man zu den Gitterpunkten [, Iy, ---, [, noch
r=p — g weitere

m, = (M, Myg, - - My,) (h=1,2,--7)

so hinzufiigen kann, daB jeder Gitterpunkt g eine Darstellung

(12 t= L+ okt +yl) + (o +-o+2m)

mittels ganzzahliger Koeffizienten y,, 2, gestattet. Die Gleichung (12) oder
o= (lyy 4+ logye +-- + lqiyq) + (my2y 4+ +m,2,)

ergibt demnach eine ganzzahlige, unimodulare lineare Transformation der
Koordinaten # in die neuen Koordinaten y, 2, bei welcher das System der
Gitterpunkte erhalten bleibt. Das Gleiche gilt demnach auch fiir die
kontragrediente Substitution

r
y"=2 llu'xi (k=172)"':®’

(18) =
2 =2mhixi (h=1,2,---,7).

i=1

Diese Formeln stellen mithin eine lineare Transformation im R, dar. -
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Wir bilden insbesondere die Polynome

Fd

AOEDIRAIO (k=1,2,--q),
b4

¥ (%) =2 my; @;(%) (=12, r).

Die ersten g haben lauter rationale Koeffizienten, deren Generalnenner
mit G bezeichnet werde. Mit Bezug auf die letzten r aber gilt, daB keine

mittels ganzer Zahlen ¢, ¢, .- ., ¢ gebildete Kombination 2 L, ¥, (2) der-
h=1
selben ein Polynom mit rationalen Koeffizienten wird, es sei denn, daB

alle ¢, = 0 sind. Wir haben die Aufgabe, die durch

z, = @,(n) (mod. 1) (t=1,2,-.,p)
definierten Punkte im %, zu studieren, wiihrend n der Reihe nach alle
positiven ganzen Zahlen durchléuft. Durch unsere ganzzahlige unimodulare
Transformation kommt diese Frage darauf hinaus, die Punkte (y, 2):

Y =fi(n), 7= P,(n) (mod. 1)
(k=1,2,--,9) (h=1,2,--417)

zu untersuchen. Fiir jede ganze Zahl n wird durch die Kongruenzen

y=f(m), y=1[®), - y,=f,n) (mod 1)
allein in dem (auf die Koordinaten y, # bezogenen) R, eine bestimmtie
r-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit ©, definiert. Alle €, sind unter-
einander parallel, weil sie der r-dimensionalen Mannigfaltigkeit

%=0,9=0,--,9,=0 (mod 1)

parallel sind. AuBerdem ist €, mit €, identisch, wenn die beiden ganzen
Zahlen » und m mod. G kongruent sind, so daB man sich auf die Be-
trachtung einer einzigen Periode
(14> (‘Sm @27 Y €s
zu beschrinken hat. Unter den §, gibt es also nur endlich viele .von-
einander verschiedene: €', §”, - - -; diese mogen in einer einzelnen Periode
(14) bzw. m/, m”, .-+ -mal vorkommen (m’ + m” 4 .- =G). Wir be-
haupten: Die Punkte
(15) Y= fk(”)’ %= ,(n) (mod. 1)

(k=1,2,--+9) (h=1,2,--47)
im R, verteilen sich, wenn n die Reihe der ganzen positiven Zahlen dureh-
lauft, mit vollig glelchmaﬂlger Dichte iber die untereinander parallelen
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r-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeiten €, G,, ---, €. Das ist so
zu verstehen, daf die Dichte fir jede einzelne dieser Mannigfaltigkeiten
allerorten dieselbe ist, auf zwei verschiedenen von ihnen, etwa €, §”,
deren Multiplizititen m’, m” proportional ist.

DaB Punkte (15) nur auf den @, angetroffen werden, ist ja selbst-
verstindlich. Um die gleichmiBig dichte Verteilung zu beweisen, wieder-
holen wir unsere in den vorigen Paragraphen durchgefiihrte Methode, indem
wir zeigen, daB fiir jede beschriinkte, auf den §, definierte Funktion

F(yy, Y3, - Y5 %15 %, 04 2,),
die nach den 7, Riemannisch integrierbar ist und in allen Variablen die
Periode 1 besitzt, die Limesgleichung besteht:

(16) lim = Z Fyp=1,n), 2,=v,()

¢ 11 1
1

=@‘2ff"'fF(yk=fk(”)§ 2y, 85,y 8,)dey deg - - - ds,.
n=10 0 0

Es geniigt, das fiir

F= (D(?/v Yoy ’;yq) . e(t1z1 +-+ trg,-)

zu bestdtigen, wenn die ¢ beliebige ganze Zahlen sind und @ eine nur fiir
jene C Wertsysteme (y) definierte Funktion ist, die sich gemii der Formel
Y= f,(n) (mod. 1) periodisch wiederholen, wenn n die natiirlichen Zahlen
durchliuft. Ist eine der ganzen Zahlen ¢, 4= 0, so hat nach Satz 9 die linke
Seite der behaupteten Gleichung (16) den Wert 0. Dasselbe trifft auch filr
die rechte Seite zu, da jedes Glied der dort stehenden G-gliedrigen Summe
=0 ist. Wenn aber alle Zahlen £, == O sind, ist F eine Funktion der y
allein; fiir solche Funktionen ist die Giiltigkeit unserer Gleichung unmittel-
bar einleuchtend.

Die Formulierung des Ergebmnisses kann man von der zum Beweise
benutzten linearen Transformation unabhingig machen.

Satz 18. Es seien irgend p Polynome @,(2), @4(2), - -, @ (2) mit
reellen Koeffizienten gegeben; e, sei das konstante Glied in @,(2). Unter
einem ,Punkt (“ verstehen wir jedes System gameer Zaklen | = (I,1;,- -1,),
fiir welches die lineare Kombinatior

Wi{gi(e)—e )+ l{gy () — o) + -+ + L {9p(6) — .} = fi(2)
ein Polynom mit rationalen Koeffizienten wird. Die Koeffizienten der simt-
lichen, den verschiedenen Punkien 1 entsprechenden Polynome fi(2) besitzen
einen Generalnenner G. Fiir jede beliebige ganee Zahl n definieren die
simultan fiir alle Punkte | su erfiillenden Kongruenzen

(@ — o) + lg(xg—ag) + - - - + by (2, — ) = fi(n) (mod.1)
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im R, emne lineare r-dimensionale Mannigfaltigkeit €,. Die €, (n=1,2,8,...)
sind alle untercimander parallel und wiederholen sich in einem Zyklus ’von
der Periode G; die endlich vielen verschiedenen unter ihnen €, €", ... migen
in einem Solchen Zyklus bew. mit der Vielfachheit m', m”, - - - auftreten.
Die durch
2 = g (n), 7= @s(n), -+ T, = %(”’) (mod. 1)

definierten Punkte im R, verteilen sich, wenn fir n der Reihe nach alle
ganzen positiven Zahlen eintreten, auf die endlich vielen linearen Manmig-
faltigheiten €', €7, ... in der Weise, dap jede derselben micht wur iiberall
dicht, sondern auch iberall mit gleichmdipiger Dichte bedeckt wird, fiir swer
verschiedene der & aber diese Dichten sich wie ihre Multiplisititen m ver-
halten.

Man ist auf Grund dieses Satzes imstande, anzugeben, wie sich die
Aussage des Satzes 15 modifiziert, falls zwischen den Zahlen §; ganzzahlige
lineare Relationen bestehen, und das Analogon von Satz 16 auch fiir den
Fall aufzustellen, wo man mehr als I sukzessive unter den Zahlen g(n)
simultan betrachtet.

§ 6.
Ausdebhnung auf mehrere Parameter.

Bisher haben wir ganze rationale Funktionen einer Variablen # be-
trachtet und darin 2 die Reihe der natiirlichen Zahlen durchlaufen lassen.
Wir konnen unsere Untersuchungen noch in der Richtung verallgemeinern,
daB wir an Stelle der einen Variablen 2 deren mehrere treten lassen. lech
beschrinke mich auf den Fall von zwei Variablen u, ». Es seien also
etwa wieder p ganze rationale Funktionen

@1(’“””)7 972(""”)! Tt %(“”)

gegeben, und wir wollen der Einfachheit wegen annehmen, daf keine
mittels ganzzahliger Koeffizienten aus ihnen zu bildende lineare Kombi-
nation ein Polynom wird, das einer Konstanten mod. 1 kongruent ist. In
dor wv-Ebene sei forner ein endliches Flichenstiick ® (d h. eine abge-
schlossene, ganz im Endlichen gelegene Punktmenge mit bestimmbtem
Flicheninhalt J > 0) gegeben. Dilatieren wir £ vom Nullpunkte aus im
Verhiltnis ¢:1 zu dem Flachenstiick $® — wobei ¢ eine groBe reelle
Zahl sein soll —, so wird die Anzahl s, der in R gelegenen Gitterpunkte
(Punkte mit ganzzahligen Koordinaten u, v) asymptotisch fiir lim ¢ = oo
durch J-® gegeben. Jedem dieser Gitterpunkte u, v ordnen wir. in- %,
den Punkt

1T) 2= gy (u0), 3 = @auv), -+ 8= g,(w0) (mod- 1)
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zu. Grenzen wir in %, ein beliebiges Volumen V ab, so wird jetzt die
Behauptung der Gleichverteilung so lauten:

Satz 19. Unter den n, Punklen (17), die man erhdlt, wenn man fiir
u, v die simtlichen in t® gelegenen Gitterpunkte einsetst, sondere mam die-
jenigen aus, welche in R, dem Raumstiick V' angehiren; shre Anzahl nl”)
verhdlt sich zu n, im Limes fir t = 0o wie V: 1.

Sollte die Voraussetzung betreffs der ganzzahligen linearen Kombi-
pationen der Funktionen ¢,(uv) nicht zutreffen, so modifiziert sich die
Aussage in derselben Weise wie Im vorigen Paragraphen. Sind die ¢;
lineare Funktionen von # und v, so ist damit erst der allgemeinste, von
Kronecker aufgestellte Approximationssatz in der Art verschirft, daB die
Aussage iberall dicht“ durch ,iiberall gleichmiBig dicht“ ersetzt worden
ist.*) Der Beweis wird erbracht sein, wenn wir zeigen:

Satz 20. Ist g(uv) eine gamze rationale Fumktion vom w, v, deren
Koeffizienten, vom konstanten Gliede abgesehen, wicht simtlich rational simd,
und bildet man die Summe

0, = Ze (9) (u, ?)))
iber alle n, Gitterpunkte (u, v), die dem Flichenstick t8 angehoren, so ist
lim 2 = 0.
t=o0 72

Ein besonderer Fall dieser Sitze kommt z. B. zustande, wenn man
bei einer oder mehreren ganzen rationalen Funktionen ®(2) mit beliebigen
komplexen Koeffizienten fiir # die simtlichen ganzen Zahlen des GauBschen

Korpers (i =)/— 1) setzt und nach der Verteilung der Werte dieser Funk-
tion fiir die angegebenen Argumente fragt, unter der Voraussetzung, daB
zwei komplexe Zahlen (Werte der Funktion ®), die sich um eine ganze
Zahl des GauBschen Korpers unterscheiden, nicht als verschieden geltem.
Man wird dabei # zundchst durch die Bedingung |2| < ¢ beschrinken und
dann die positive Zahl ¢ ins Unendliche wachsen lassen.

Man konnte statt der hier gemachten Annahme, daB der allseitig ins
Unendliche wachsende Bereich ¢®, der nach und nach alle Gitterpunkte
umfassen soll, sich dhnmlich vergréBert, auch andere allgemeinere Voraus-
setzungen treffen; doch will ich mich auf die Durchfiihrung des Beweises
fiir einen nach dem Gesetz der Ahnlichkeit wachsenden Bereich beschrinken.
Die Exhaustion von ® zeigt dann, daB es geniigt, ® als ein Rechteck

o SuLay, by < v< b, :
anzunehmen. Die Anzahl derjenigen ganzen Zahlen %, welche der Un-
gleichung

ot < u < agt

*) Vgl. Werke IIT 1, 8. 104—105.
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geniigen, sel = m,{~ (@, — a,)¢}, die Anzahl der ganzen Zahlen v, fiir die
bt <v < byt

ist, betrage n,{~ (by—b,)¢}; in {® sind dann m,n, Gitterpunkte (u, v)

gelegen.

Wir denken uns ¢(u,v) nach fallenden Potenzen von v und die
Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von v, welche Polynome in u
sind, nach fallenden Potenzen von u geordnet. Es enthélt keine Ein-
schréinkung, wenn wir annehmen, daB bei dieser Anordnung das hdchste
Glied eine Wrrationale Zahl zum Koeffizienten besitzt. Wir schreiben:

P () = v p(w) + 01~ 4y (1) + -
Wenn wir nicht auf den Fall einer Variablen zurtickkommen wollen, muB
g =1 sein. Auf

6, = 2 { P e(op (u, ”))}

QisuSat bisSoSbht

wenden v'vir, wenn ¢ > 1 ist, die Sechwarzsche Ungleichung an:
lo.]* < mt%v '”2'0((;)(%, "’))!2
und formen | 3| nach der in § 3 dargelegten Methode um. Wir erhalten

dann schlieBlich bei Benutzung der dort eingefithrten Bezeichnungen
(18) |g,[f<m21 N, 2 {6(9) %’e(ql Yy ry-e "rq-lh)}i

UiTyyTay "Wo—1

N,~%-nf-1

Der Bereich der #uBeren Summation ist gegeben durch
19)  atsugLat, |tl=|nl+nl+- - Flr|<n—1
Die innere Summation erstreckt sich tiber ein zusammenhingendes Inter-
vall von n, — |t| ganzen Zahlen. Wir sollen zeigen, daB

ist. Wenn ¢(u) die Variable » nicht enthilt, also eine irrationale Kon-
stante « ist, ergibt sich dies durch die gleiche SchluBweise, wie bei einer
Variablen. Wenn 3 aber die Variable # enthélt, haben wir uns auf den
folgenden Hilfssatz zu stiitzen:

Dicjenigen unter allen m,n@="Y, den Bedingungen (19) genuymden
Gritterpunlde (w5 11,75, - 5 74_1), fur welche

Fy¥ge¥n1 @ w)

mod. 1 swischen — s und + & lzegt sind in eimer Anzahl vorha/ndm dw
sich im Limes fiir t = 0o gu m,nQ~Y verhilt wie 2¢: 1. Dabei ist @)
irgend ein Polynom in w, dessen hichster Koeffizient irrational 1s: -

T
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Diesen Hilfssatz haben wir auf das Polynom ¢ (%) = ¢! % () zur An-
wendung zu bringen. Wir gewinnen ihn durch einen vollstindigen In-
duktionsschluB. Fiir ¢ = 1 ist er richtig (Satz 9). Unter der Voraus-
setzung seiner Giiltigkeit fiir ¢ zeigen wir, daB er auch fiir ¢+ 1 zutrifft.
Es geniigt dazu der Nachweis, daB
(20) lim ! D elnry o ryp@) =0

m,n®
U3 T19Tay 97y

ist, wenn die Summe iiber
at S u X agl, I"1|+l”z.+"'+|7q}§”f—1

erstreckt wird. Wir fihren bei festen wu; 7y, 7y, -+, 7,_, zunichst die
Summation nach 7, aus und wenden fiir diese einfache Summe wie frither
eine doppelte Abschitzung an, je nachdem r 7y---7,_; ¢(u) mod. 1
zwischen — ¢ und + ¢ liegt oder nicht. Unter Beriicksichtigung des Um-
standes, daB die Anzahl der Wertsysteme (u;7y,75,--+7,_;) von der
ersten Eigenschaft asymptotisch 2&m,me~Y betrigt, erhalten wir dann
auf die gleiche Art wie beim Beweise des Hilfssatzes in § 3 die Limes-
gleichung (20).

Die zwei Veranderlichen u, v kann man durch drei und mehr ersetzen.
Von dem so verallgemeinerten Satz 19 ist der eben erwihnte Hilfssatz,
auf dem zu einem wesentlichen Teil unsere Untersuchung berubte, ein
ganz spezieller Fall.

§ 1.
Uver die Gleichverteilung willkiirlicher Zahlenfolgen.

Die Herren Hardy und Littlewood werfen die allgemeine Frage auf,

wann eine Folge wachsender ganzer Zahlen
l1<l2<ls<"'

die Eigenschaft besitzt, daf fiir jede irrationale Zahl & die Reihe der
GréBen
(21) Z1§) 125) lsg7 e
mod. 1 jedem Wert beliebig mahe kommt.*¥) Wir fragen sogleich, wann
diese Zahlenfolge iiberall gleich dicht liegt. Eine erschopfende Antwort
laBt sich darauf nicht geben. Wohl aber 148t sich behaupten, daB bei
gegebenen [, fir jeden Wert von £ die Zahlenreihe (21) iiberall gleich

dicht liegh, wenn man von Zahlen & absieht, die einer gewissen Menge
vom MaBe O angehdren. Diese Ausnahmemenge enthilt selbstverstindlich

*) Acta Math. 37, S. 156.
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alle rationalen Zahlen, es bleibt aber unentschieden, ob nicht etwa noch
weitere Zahlen in ihr enthalten sind. Wenn ich nun freilich glaube, daB
man den Wert solcher Siitze, in denen eine unbestimmte Ausnahmemenge
vom MaBe O auftritt, nicht eben hoch einschitzen darf, méchte ich diese
Behauptung hier doch kurz begriinden. Mein Beweis beruht auf dem
folgenden Lemma der Integralrechnung.*)

Sind f, () stetige Funktionen im Intervall 01, fiir welche die Summe

der Integrale
© 1
D [if@)pds
n=1 0

konvergiert, so konvergiert fir alle # mit Ausnahme solcher, die einer
Menge vom MaBe O angehdren, f,(z) mit unbegrenzt wachsendem =
gegen O.

Beweis: Ist ¢ eine beliebig kleine positive Zahl, %, diejenige Menge
im Intervall 01, in der |f,(x)| = ¢ ist, so ergibt sich fiir das Lebesgue-
sche MaB A, dieser Menge A, die Ungleichung

24, < [1f.@) ] da.
0

Bilden wir die Vereinigungsmenge

C.=%,,+%,,+ -+ in inf
so sind die Punkte z von €, dadurch charakterisiert, daB fiir sie wenigstens
eine der Ungleichungen

Ifn+1(x)l: lfn+!(x)|} 28
besteht. Das Ma8 C, von €, geniigt der Ungleichung

L1 J,
(22) CLy D @)de =3
r=n+1
Von den Mengen €, €,, €, - - - enthdlt jede die folgende ganz in sich.
Thr gemeinsamer Bestandteil hm ¢, =€ hat, da lim J, = O ist, zufolge

(22) das MaB 0. Fiir jeden Punkt x der Komplementarmenge gibt es einen
Index, von dem ab alle |f,(x)| kleiner als ¢ sind. Fiir ein solches z
ist also ‘

liﬁ':up. @) Le. ;oun .

Indem man fir & der Reihe nach etwa %,

o =

) -:T , - setzt, gelangt man
zum Beweis des Lemmas. R

*) Auf Grund dieses selben Lemmas habe ich'friiher das sog. Ries-Fidchetche
Theorem bewiesen. Math. Ann. 67 (1909), S. 248f. RPNV _—

Mathematischo Anvalon. LXXVIL 28
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‘Wir betrachten hier die Funktionen

n

fu@) =5 D e(a).

h=1
Fiir diese haben wir

1 . 1
? 1 1
B/If,,(x)lgdx =3 hg ofle(lhx——lkw) dz = -

Die direkte Anwendung unseres Lemmas ist wegen der Divergemz der
. . 1 RT vs :
harmonischen Reihe E — unmbglich. Wahlen wir aber aus den ganzen

Zahlen n die Quadratzahlen aus, so kommt
lim f,2(2)=0

n=0

aufer fir solche Werte z, die einer gewissen Menge % vom MaBe O an-
gehoren, Ist » eine beliebige ganze Zahl, so bestimme man die ganze
Zahl v mittels der Bedingung:

<n < (v+1)%
Dann ist

nf,(@) — P fa@) | <20, |fu@) = 2 Fal@) g%,

also wird fir alle nicht zu % gehdrigen # auch

lim £, () = 0.
Gehort weder # noch 2z noch 3z,.-. zu der (mit der Periode 1 sich
wiederholenden) Menge ¥, so ist

lim £, (mz) = 0

fiir jede ganze Zahl m = 0. Fiir eine solche Zahl z geniigen die GroBen
. L, lyz, lyx, --
mod. 1 dem Gesetz der gleichmaBig dichten Verteilung.
Setzen wir mit Bezug auf die ganzen Zahlen !, nur voraus, da8
' WESLShs -

ist, so kommt
1

./'Ifn(x) Bdz = ﬁgi—ﬂ%-’__tl_x;n_,

)]

wenn von den Zahlen &, [, -, [, die ersten 4, untereinander gleich
sind, dann die darauf folgenden A,, usw., und schlieSlich die letzten



Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins, 347

miteinander ibereinstimmen. Bezeichnet A™ die gréBte unter den Zahlen
Ry, hgy + ++y By, SO st

m

BBt B SOy o By) = K,
also

A h(")
oflf,.(w)l”dxg—,,—-

Die frithere Annahme h® = 1 ersetze ich jetzt durch die viel allgemeinere,
daB zwei positive Zahlen ¢ und ¢ existieren sollen, so da8

&
= (gn)'*e

ist. Dann ist unsere obige SchluBweise immer noch anwendbar. Wir
wihlen aus der Reihe der ganzen Zahlen » etwa diese aus:

n, =[], (r=1,2,3,..)

t ]
T2y,
und haben

S, @ < 5

Folglich ist, abgesehen von Werten 2 im Intervall 01, die einer Aus-
nahmemenge N vom MafBle 0 angehoren,

lim £, (z) = 0

Ist » eine beliebige ganze Zahl, so bestimmen wir » durch die Bedingung

n,<nn,,,
und finden
n, "’ —ﬂv ”,
1@~ 2 ) | g Ty,
Da
v+ 10—t pm? 0<b<)
ist, gilt

Ny 41 Wt d . ”v+1
<o, Eﬂlm“ﬂ=°

Mithin ist auBer in U:
lim £,(z) =0

Im gegenwirtigen Fall gilt demnach wiederum das Gesetz der gleich- -
miBigen Verteilung flir ,,fast alle“ z. ik i
Indem wir # durch — (m eine ganze positive Zahl) erseﬁzéif ,‘.{:ﬁehen

wir zu dem Fall tiber, in welchem die I, gebrochene Zahlen mﬂ: emem
gemeinsamen endlichen Generalnenner m smd
28¢



348 H. WeyL.

Endlich sei
'2'1 é }'2 é }’8 —g e
irgend eine ins Unendliche wachsende Folge reeller Zahlen; wir nehmen
an, daB das Wachstum von 1 als Funktion des Index nicht all zu
gchwach ist, daB nimlich zwei positive Zahlen ¢ und ¢ von folgender Art

existieren: wichst der Index von # ab um so hat 1 mindestens

_nr
dgnf+}’
um ¢ zugenommen. Die reelle Veridnderliche x beschrinken wir aunf irgend
ein endliches Intervall || < 4. Wir wihlen eine willkiirliche ganze posi-

tive Zahl m und ordnen jedem A, denjenigen Bruch /, mit dem Nenner 2

zu, der sich von 1, um hdchstens 2im unterscheidet. Unter den n ersten

n
lgn)'**
einander gleichen herausfinden (sobald m > %) Folglich ist fiir alle z
bis auf eine Menge %, vom MaBe O:

Zahlen I 188t sich dann gewiB keine Gruppe von mehr als unter-

n

lim % 2 e(lx) = 0.

Da
Je(z)) — e(y)| £ 27| @y — 2,
ist, gilt
. 1N 4
3 2 ehn) = > elha)| <77,
h=1 h=1
also fiir alle nicht in ¥, gelegenen Werte z:
lim sup. % 2 eLo)| < é":l
n=o0 th=1

Bilden wit die Menge ¥, zu welcher ein Punkt z im Intervall —4.-- 4+ 4
dann und nur dann gehort, falls er in allen Mengen ¥, (m=1,2,3,-..),
endlich viele ausgenommen, angetroffen wird, so hat U das MaB 0, und
fiir alle nicht zu % gehorigen Werte 2z besteht die Limesgleichung

n

. 1
lim - 2 e(A,z) = 0.

A= T =1
Damit ist bewiesen:
Satz 21. Es sei Ay, kg, Ay, - - - irgend eine Folge recller Zahlen; su 2,
als Funktion des Index migen szwei positive Konstanten ¢ und ¢ derart

existieren, daf jedesmal, wenn der Index vom n ab um mehr als

_n
(g n)’+e
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wdchst, A um wenigstens ¢ sugenommen hat. Ist x damn eine reelle Zahl,
die nicht einer gewissen Ausnahmemenge vom Mafe O angehort, so liegt die
Rethe der Griflen

M, dz, Az, .- -
mod. 1 dberall gleich dicht.*)

§ 8.

Anhang. Uber geschlossene Euklidische Riume.

Unter einem geschlossenen Euklidischen Raum verstanden wir eine
geschlossene p-dimensionale Mannigfaltigkeit**) von der Beschaffenheit,
daB in der Umgebung jedes Punktes die Euklidische Geometrie gilt.

Es sei im gewthnlichen p-dimensionalen Raum, in welchem jedes
System reeller Zahlen (z,, ,,: - -, «,) einen Punkt bedeutet, eine diskon-
tinuierliche Gruppe I Euklidischer Bewegungen gegeben; I besitze einen
endlichen Fundamentalbereich und enthalte keine reinen Drehungen. FaBt
man jedes System hinsichtlich I' #quivalenter Punkte des gewGhnlichen
Raumes als einen einzigen ,Punkt® einer neuen Mannigfaltigkeit R, auf,
so ist & in unserm Sinne offenbar ein geschlossener Euklidischer Raum;
ich bezeichne ihn als einen (als den zu der Gruppe I' gehdrigen) Kristall.
Wir wollen in diesem Anhang beweisen:

Satz 22. Jeder geschlossene Euklidische Rawm ist ein Kristall.

Nach einem allgemeinen von Bieberbach bewiesenen Satze***) enthalt

*) Fiir den Fall 1, = a” (a eine ganze positive Zahl) wurde dies, in noch wesent-
lich schérferer Form, von den Herren Hardy und Littlewood bewiesen, Act, Math.'37,
8. 188ff. Die allgemeine Frage ist, unabhéingig von mir, von Herrn Towler, einem
Schiiler der Herren Hardy und Littlewood, in den Londoner Proceedings weiter ver-
folgt worden.

**) Betreffs der in diesem Anhang verwendeten Analysis-situs-Begriffe muf ich
auf wein Buch ,Die Idee der Riemannschen Fliche" (namentlich § 4 und § 9) ver-
weisen. Ich benutze die Gelegenheit, um an dem Inhalt des § 4 dieses Buches zwei
kleine Korrekturen vorzunehmen: 1) Bei der Definition des Begriffs der zweidimensio-
nalen Mannigfaltigkeit ist (worauf ich durch freundliche Mitteilung des Herrn Q. Veblen
aufmerksam gemacht wurde) vergessen, die hernach immerfort benutzte Tatsache:
wZu irgend zwei Umgebungen eines Punktes existiert stets eine Umgebung, welche
in beiden enthalten ist* ausdriicklich als Forderung auszusprechen. 2) Die Behaup-
tungen auf S. 19 iiber das stetige Abbild einer abgeschlossenen Menge sind zu be«
schriinken auf ,,ganz im Endlichen gelegene** Mengen; die Eigenschaft einer Menge €,
ganz im Endlichen zu liegen, 14Bt sich kaum anders beschreiben als durch die Aus-
sage, daB jede aus unendlichvielen Punkten bestehende Teilmenge von & eine Ver-
dichtungsstelle besitzen soll. — Betreffs des Zusammenhanges des Problems der Nicht-
euklidischen Raumformen mit der Riemannschen Funktionentheorie vgl. P. Koebe,
Annali di Matematica Ser. IlI, 21 (Lagrange-Festband), S. 671

* Uber die Bewegungsgruppen der Euklidischen Riume, Math. Ann. 70°(1911),
8. 333. Vgl. auch Frobenius, Ber. d. K. Preu8. Akad. d. Wissensch, 1911, 8. 668.
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jede Bewegungsgruppe I von der oben geforderten Art p unabhingige
Translationen, aus denen sich alle in ' enthaltenen Translationen zusam-
mensetzen lassen. Sorgt man durch affine Transformation der Koordi-
naten (%, %y, - -, #,) dafiir, daB dies die Translationen
(]_’O ...’O); (0,1,...,0); s (O’O’...’ 1)

sind, so werden Punkte z, die im i, zusammenfallen, auch in ® identisch:
im R, wird ' zu einer aus endlich vielen linearen ganzzahligen unimodu-
laren Transformationen bestehenden Gruppe*) [y, und man kann & dadurch
aus R, erzeugen, dab man immer diejenigen endlich vielen Punkte, welche
hinsichtlich T, #quivalent sind, an eine Stelle zusammenfallen 1&8t. Das
ist die Behauptung, die wir in § 2 aufgestellt haben.

Um aber zu erkemnen, daf jeder geschlossene Euklidische Raum %
ein Kristall ist, verfahren wir so: Ist p irgend ein Punkt von &, so ist
fir hinreichend kleine r das Innere der Kugel um p vom Radius # (d. i
die Glesamtheit derjenigen Punkte, die mit p durch geradlinige Strecken
verbunden werden kénnen, deren Linge < r ist,) eine Umgebung von p,
die sich umkehrbar eindeutig und kongruent abbilden 1a8t auf das Innere
einer Kugel im gewghnlichen Euklidischen Raum vom Radius r. Fir be-
liebig groBe r jedoch kann das nicht der Fall sein, weil 3 ein geschlossener
Raum ist. Es gibt demnach eine bestimmte positive Zahl r(p), welche
diejenigen r(< (D)), fiir welche eine solche Abbildung méglich ist, scheidet
von denen, fiir die das nicht der Fall ist. #(p) ist als Funktion des
Punktes p stetig. Sobald némlich q in hinreichender Néhe des Punktes p
liegt, ist offenbar |r(q) —~(p)| hochstens gleich der gegenseitigen Ent-
fernung der beiden Punkte p, q. Mithin hat »(p) (als stetige positive
Funktion auf einer geschlossenen Mannigfaltigkeit) ein positives Minimum 7.
Damit ist gezeigh: Im Innern einer Kugel vom Radius 7y in R gilt immer
die Euklidische Geometrie, wo auch der Mittelpunkt der Kugel gelegen
sein mag. Insbesondere ergibt sich daraus, daB jede der beiden Hilften,
in die eine gerade Linie in R durch einen ihrer Punkte zerfillt, eine
unendliche Linge besitzt (was natiirlich nicht ausschlieBt, daB sie eine
geschlossene, unendlich oft durchlaufene Kurve ist). Denn sind wir bei
Durchlaufung der Geraden bis zu einem bestimmten Punkte gelangt, so
geht die Gerade von dort aus in der betreffenden Richtung noch min-
destens um ein Stiick von der Lénge 7, weiter.

Wir wihlen jetzt einen festen Punkt p, in &R und in ihm ein gerad-
liniges rechtwinkliges Koordinatenkreuz. Ist » eine beliebige von p, aus-
gehende, in p endigende Kurve in R, so konnen wir dieses Achsenkreuz

*) Die Gruppe T der in F enthaltenen Translationen ist eine invariante Unter-
grappe von . In der Symbolik der Gruppentheorie ist Iy =T :T.
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mit seinem Nullpunkt so auf y entlang schieben, daB sich die Achsen
bestindig parallel bleiben. Die nach diesen Achsen genommenen Kompo-
nenten der gesamten Translation, die dabei der Nullpunkt erfihrt, wihrend
er von P, nach p gleitet, die ,Translationskomponenten lings #¥ seien
&y, &y, *+ - T,. (Sie brauchen keineswegs = 0 zu sein, wenn die Kurve y
zum Ausgangspunkte zurtickkehrt.) Ich sage: jede von p, ausgehende
Kurve y definiert einen ,Punkt“ y der neuen Mannigfaltigkeit R, der ,jiiber
dem Endpunkt p von y liegt“; und zwar sollen zwei verschiedene Kurven
7, ¥, die von p, ausgehen und in demselben Punkte p enden, nur dann
den gleichen Punkt p iiber p definieren, wenn die Translationskompo-
nenten lings  den gleichen Wert haben wie die kings 3. Ist J ein durch y
definierter, tiber p gelegener Punkt und K das Innere einer Kugel um )

als Mittelpunkt, deren Radius < 7, ist, so hinge ich an p alle méglichen
von p ausgehenden, in K verlaufenden Kurven y, an; die durch die simt-
lichen so entstehenden Kurvenziige y + y, definierten Punkte sollen eine
,Umgebung® K von j bilden. Da laut dieser Festsetzung iiber jedem Punkte
von K nur ein einziger Punkt von K liegt, so haben wir damit einen un-

verzweigten Uberlagerungsraum R iber R konstruiert. Dieser Uberlage-
rungsraum ist ,regulér; d. h. von zwei Kurven in R, die im Grund-
raum R die gleiche ,Spurkurve® besitzen, kommt es niemals vor, daB die
eine offen, die andere geschlossen ist. Sind daher p,, p,” zwei Punkte in
R, die ,sich decken®, d. h. tiber demselben Punkte p, von R liegen,
so gibt es eine einzige umkehrbar eindeutige stetige Abbildung von R

in sich, bei der jeder Punkt von R in einen ihn deckenden iibergeht
(,Decktransformation®), p, aber inshesondere in p,". Die Decktransforma-
tionen bilden eine diskontinuierliche Gruppe I'y. Die Lingenmessung iiber-
trigt sich von 9 auf ®; die Decktransformationen sind kongruente Ab-
bildungen von R in sich.

Jedem Punkte P in R entsprechen eindeutig p Zahlen x,, x,, - - , %,
ndmlich die Translationskomponenten léngs derjenigen Kurve, welche P
definierte, und damit ein Punkt (2) = (#,, 23, -+, #,) im Euklidischen
Raum R mit den rechtwinkligen Koordinaten z;. Die Abbildung p — (2)
ist eindeutig, stetig, lingentreu. Wir wechseln die Auffassung, indem wir
nunmehr #ibereinkommen, P als einen iiber dem Punkte () von R-ge:
legenen Punkt zu betrachten. Dadurch verwandelt sich R in einen umver-
sweigten Uberlagerungsraum tiber R. Derselbe ist unbegrenst. Uber dem
Nullpunkt in R liegt nimlich gewiB ein Punkt j, von R. Wir ziehen
vom Nullpunkte aus eine beliebige Halbgerade g in R und verfolgen auf

R einen stetig verinderlichen Punkt P, der von P, ausgeht und dessen
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Spurpunkt in R diese Gerade durchifiuft (WeierstraB’ Prinzip der ana-
lytischen Fortsetzung); dadurch erhalten wir eine eindeutig bestimmte
Kurve 7 auf R iiber g. Es ist unmdglich, daB man auf R gegen einen
nEritischen Punkt® eine ,Grenze“ liuft; denn von jedem Punkte aus, zu
dem man gelangt ist, kann man auf g noch mindestens um ein Stiick von
der Linge 7, weiter fortschreiten. Da mithin R relativ zu R unverzweigt
und unbegrenzt ist und der gewohnliche Euklidische Rawm einfachen Zu-
sammenhang besitzt, muB R iberall genau einblittrig diber R sich hin-
ziehen, d. b. R ist durch die Beziehung P —> (x) umbkehrbar eindeutig und
kongruent auf den Euklidischen Raum R abgebildet. Vermdge dieser Ab-
bildung erscheint die Gruppe 'y der Decktransformationen von R (relativ
* zu R) als eine diskontinuierliche Bewegungsgruppe I' in R, und R selber
ist umkehrbar eindeutig, stetig und léngentreu auf den Kristall & abge-
bildet. Wenn R geschlossen ist, muB dies auch von & gelten, d. h. die
Gruppe I mub einen endlichen Fundamentalbereich besitzen. Damit ist
unser Beweis zu Ende gefiihrt.

Ziirich, den 13. Juli 1914.
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