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Uber die Spektralzerlegung eines Integraloperators.

Von
Kurt Friedrichs in New York.

Die vorliegende Arbeit behandelt die Spektralzerlegung einer speziellen
Klasse von Operatoren der Form 7 -+ K, wobei T ein bestimmter
* Operator mit Streckenspektrum und K ein Integraloperator ist. Wir
geben eine Klasse von Integraloperatoren K an, derart daB der Operator
T + K dasselbe oder nahezu dasselbe Spektrum besitzt wie 7.

T ist dabei der Operator, der aus Funktionen « (f) die Funktion ¢z ()
erzeugt. Die zugelassenen Funktionen # () sind komplexwertig, fiir |¢| <1
definiert und bilden ‘einen linearen Raum, der in bezug auf eine Norm || z||
vollstindig ist. Wir legen zwei verschiedene Funktionenriume zugrunde:
einmal den Hilbertschen Raum aller L*-integrablen Funktionen, anderer-
seits den Ranm aller stetigen Funktionen, die einer Lipschitz-Hélder-
bedingung mit einem Exponenten u <C 1 geniigen,

In jedem Falle erzeugt der Opevator T aus z(t) eine Funktion

Tx(t)=txz()?)
desselben Raumes,

1) Um zu kléren, in welchem Mafle unser Operator 7 speziell ist, sei darauf
hingewiesen, daB auf Grund der Hellingerschen Theorie jeder selbstadjungierte
Operator des Hilbertschen Raumes einem Operator T dquivalent ist, der durch
Ta(t) = tx(t) gegeben ist; dabei kann 2 auBler von ¢ noch von weiteren Para-
metern abhéngen. 7' heillt Spektraldarstellung des Operators. Jeder abgeschlossenen
t-Menge kann man eine Vielfachheit zuordnen. Kommen nur die Vielfachheiten
0 und 1 vor, so spricht man von einfachem Spektrum; in diesem Falle besitzt
der Operator eine Spektraldarstellung, in der die Funktionen z auBer von ¢ nicht
von weiteren Parametern -abbhingen. Das Spektrum heiBt reguldr, wenn jede Null-
menge die Vielfachheit Null hat (also auch keine Punkteigenwerte auftreten). Man
sagt, das Spektrum besteht aus einer Strecke, wenn jede Menge auBerhalb und
jede Nullmenge-innerhalb der Strecke die Vielfachheit Null hat.

Unser Operator 7' i‘epr&sentiert gomit den Operator, der ein einfaches regulires
Spektrum- besitzt, das aus der Strecke [¢| == I besteht. Wesentlich ist fiir uns
tibrigens nur die Regularitét.

Von der allgemeinen Spektraltbeorie (vgl. z. B. M. H. Stone, Linear Trans-
formations in Hilbert Space, 1932) machen wir in dieser Arbeit nur hinsichtlich der
Fragestellung Gebrauch. nicht hinsichtlich der Methoden und Sitze.
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Die behandelten Operatoren K sind Integraloperatoren mit einem
Kerne k(t,s), die aus der Funktion z(t) die Funktion

1
KEz(t) = [kt,s)z(s)ds

erzeugen. Der (nicht notwendig symmetrische) Kern %(¢,s) soll stetig
sein und gewissen Holderbedingungen mit dem Exponenten u << 1 ge-
niigen (es ist zweckméaBig, eine Norm || K| einzufithren, so daB diese
Bedingungen mit ||K || << o gleichbedeutend sind). Ferner ist k (¢, s)
der Randbedingung

(0) k(t,s) =0 fir |s]=1

unterworfen.

".Dann ist das Hauptergebnis, daB der Operator 7T + K dasselbe
Spektrum hat wie 7', néimlich die Strecke [¢| < 1. vorausgesetzt, daf
||K|| geniigend klein ist. Auch ohne diese Einschrinkung fiir || K|| kann
(unter gewissen Zusatzbedingungen) die Spektralzerlegung von 7' + K
gewonnen werden; dabei zeigt sich, daBl nehen demselben Streckenspektrum
nur noch endlich viele Punkteigenwerte auftreten. :

Um die Rolle der Randbedingung (0) zu kliren, sei das einfachste
Beispiel erwihnt, in dem sie nicht erfiillt ist:

k(t,8) = ¢ = const.
Hier hat der Operator T + K fiir ¢ 3+ 0 einen Punkteigenwert ?)

1

_ el

e’ —1
mit der Eigenfunktion
1
z() = ;7=

T
denn es ist, wie man nachrechnet,

t:c(t)+af:v (8)ds = vz (2).

Offenbar gilt 741 fiir e 40 und 74 — 1 fiir ¢4 0°%).

Ein solches Vorkommnis wird durch die Randbedingung (0) ausa
geschlossen.

) Es lieBe sich leicht zeigen, daB T 4 K auBerdem das Streckenspektrum
|t =1 bat.

3) Es liegt hicr ein einfaches Belsplel dafiir vor, daB die Qualitat des Spektrums
auch bei belicbig kleiner analytischer Stérung sich &ndern kann. Vgl. die Arbeiter
von Fr. Rellich zur Stérungstheorie der Spektralzerlegung, Math. Annalen 113 (1936),
8. 600 u. 677, wo das Problem der Abhéangigkeit der Spektralzerlegung von elnem

Storungsparameter grundsitzlich aufgerollt wird. “
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Um die Spektraldarstellung des Operators T + K zu gewinnen?*),
werden wir zwei Transformationen U und U einfiihren, die jede Funktion z (¢}
des zugrundegelegten Raumes in Funktionen Uz (¢) bzw. U z () desselben
Raumes transformieren und den Relationen
(1) (IT+K)U=UT
1) UT+K)=TU
geniigen. Wir wollen solche Transformationen Rechts- bzw. Links-
Normatoren von T + K nennen. Wir sagen, sie bilden ein Paar,
wenn noch
(2) UU =1
gilt.

Ein ,,Linksnormator U transformiert jede Funktion z (¢!) in eine
Funktion

Uz(t) =y ()
derart, daB (T + K)z(¢) in
' UT+EK)z(t) = ty(t)
iibergeht. Umgekehrt vermittelt der , Rechtsnormator* U, daf jeder
Funktion y () eine Funktion 2 (t) entspricht, némlich

z(t) = Uy
derart, dafl

(T+EK)z(t) = Utyl(t)

wird, also der Funktion ¢y (t) entspricht.

Existiert ein solches Paar von Normatoren, so ist gesichert, daB die
Strecke || << 1 zum Spektrum von T + K gehort; und der zugehorige
Anteil der Spektralzerlegung von T + K wird durch die Normatoren
geliefert. Geniigt das Paar von Normatoren noch der Relation
(3) UU=1

(wir nennen es dann intakt), so liefert es die volle Spektralzerlegung von
T+ K und das Spektrum von T -+ K besteht genau aus der Strecke
1< 1.

Ist der Hilbertsche Raum zugrunde gelegt, und ist der Operator X
symmetrisch, so kann das intakte Paar von Normatoren unitér gewihlt
werden. Doch die gegebene Formulierung der Spektralzerlegung nimmt
weder Bezug auf die spezielle Metrik des Raumes, noch auf die Symmetrie
des Operators.

Die Hauptaufgabe ist nun, den funktionalen Charakter der Normatoren
aufzufinden. Es zeigt sich, daf sie aus zwei Operatoren R, R gebildet

4) Bzw. zu definieren im Falle, daB 7' 4+ K nicht symmetrisch ist oder nicht
im Hilbertschen Raume operiert.
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werden, deren Kerne 7 (¢,s) und #(¢,s) denselben Bedingungen wie k(t, s)

geniigen, und zwar in folgender Weise:
1

3
Uy = (1 +irzr(t,t))y(t)-l-f:(_st)y(S)ds
-1
3
Uxm==a—wnrmnnay-3'“”w$ws
—1
Der erste zu beweisende Satz besagt dann genauer, daB T + K fiir
‘geniigend kleines || K|| genau ein intaktes Paar von Normatoren dieser

Form besitzt.

Die Konstruktion von Normatoren hingt somit wesentlich am
‘Studium von Integraloperatoren, deren Kerne eine Singularitit wie ;—i—t

'besitzen.
Jedem Integraloperator G mit dem Kern g¢(¢,s), der denselben Be-
-dingungen wie k(t,8) geniigt, ordnen wir einen Operator G zu, vermoge
1
Gol) = ngtna) —i 9022,
=3
wo das Integral als Cauchys Hauptwert zu verstehen ist. Dann lassen
sich die Normatoren der angegebenen Gestalt kurz als
U=1-+5R, U=1—1:R
schreiben.
Die Operatoren G haben nun folgende Eigenschaften:
A: (rx(t) liegt im selben Raume wie z(f) und es gibt eine von ,u
abhéngige Konstante N, so daB
1G] < NG| |||,

B: Mit G und H gehoren auch GH und GH der genannten K]asse
an und es ist )
IGH| NG| 1A, IGH| NG| |H].

C: Es besteht die Identitét
, GH=GH+6H,
und schlieBlich ... -
D: : TG -GT =G :
Eigenschaft A héngt eng mit einem Satze von Priwaloff %) zusammen.
Sie gilt nicht fiir x# = 1 und sie beruht wesentlich auf der Rand-
bedingung (0) fiir G

%) Sar les fonctions conjuguées. Bull. de la soc. math. de France 44 (1916).
8. 100; im AnschluB an Fatou, Acta math. 80 (1916), S. 361.
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Die Identitit C ist verwandt mit einer Identitdt, die Hilbert 1904
aufgestellt hat und die seitdem mehrfach untersucht worden ist®).

Die Kenntnis dieser vier Eigenschaften reicht voéllig aus, um die

Existenz eines intakten Paares von Normatoren 1 4+ 7 R und 1 — i R fiir
geniigend kleines || K || zu beweisen.

Zur Behandlung der Spektralzerlegung von 7' +- K ohne Einschriinkung
fir || K|| sind noch weitere Identititen heranzuziehen. Alsdann gelangt
man zum Ziele, indem man der Idee des Abspaltungsverfahrens von
Erhardt Schmidt folgt.

§ 1.
Lipschitz-Htilder-Funktioqe’n.

In diesem §1 formulieren und beweisen wir vorbereitend eine Reihe
von grundsétzlich bekannten S#tzen iiber Funktionen, die einer Lipschitz-
Holder-Bedingung geniigen.

1. Es sei 4 eine Zahl aus

0 <<l

die stets festgehalten werde; wir setzen

1
RS w(l—p)’
2. Die im folgenden behandelten Funktionen der reellen Variablen ¢
seien komplexwertig und fiir |¢] < 1 definiert. ‘

Ist p(t) eine solche Funktion, so setzen wir

’ _p()—p(t)
dp = TR

%) D. Hilbert, Verh. d. 3. intern. Math. Kongr., Heidelberg (1904), S.233—240;
0. D. Kellogg, Math. Annalen 58 (1904), S.441—456; F. Noether, Math. Annalen 82
{1921), S.42. Weitere Literatur (Poincaré, Villat u. a.) in der Enz. d. math.
Wissensch.; II C. 3. L. Lichtenstein Nr. 13, . 233 14¢); II C. 13. E. Hellinger-
0. Toeplitz, Nr. 21 b), S. 1452. Bei allen diesen Arbeiten liegt das Hauptinteresse
in der Umkehrung von Operationen des Typus

1

y(t) = v(t)z(t)w’[

-1

Das entsprechende Problem fiir Funktionen von mehr Variablen mit zugehérigen

Identxtaten behandelt G. Giraud, Ann. scient. Xe. norm. sup. 51 (1934), S.251—372;

58 (1936), S.1—40, J. math. pures appl. (9) 156 (1936), 8.193—205 im AnschluB

an Poincaré, Picard, Bertrand. Ein ahnliches Prob]em bebandelt Tricomi. Nach-

weise siehe bei Giraud. | z

Mathematische Annalen. 115. 17

LA ’) z(8)de.
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Wir bezeichnen die obere Grenze von |p (t)| fiir |¢| < 1 mit sup |p|
und mit sup (4 p| die obere Grenze von |dp| fir —1 < ¢ < ¢’ < 1.
Dann setzen wir

|#|l = sup |p| + sup |4 p].

Die Gesamtheit aller Funktionen p (¢), fiir die ||p|| << oo ist, heifle .
Die Gesamtheit der p(f) aus P, die fiir [¢| = 1 verschwinden, heiBe P;
diese Funktionen p(f) denken wir uns fiir |¢| > 1 identisch Null fort-
gesetzt.

Es sei p(t,, ..., 1,) eine fiir |t,| < 1,..., |t.] < 1 erklirte komplex-
wertige Funktion. Die Operation 4, hinsichtlich der Variablen ¢, an-
gewandt, heiBe 4,. Mit I/ bezeichnen wir jede der 2" Operationen, die
entstehen, wenn wir auf jede der » Variablen ¢, die Operation 4;, einmal
oder keinmal anwenden’). sup |V p| ist die obere Grenze von |V p| fiir
—1Zh <ty <1l bzw. [t/ <1 (»=1,...,7), je nachdem ob 4
angewandt wurde oder nicht. Wir setzen

Izl = X sup [ 1.

Die Gesamtheit aller Funktionen p (¢, ..., t,), fir die ||p|| =< oo ist,
heile pn. Die Mannigfaltigkeit aller p aus P, die hinsichtlich einiger
Variablen am Ende des Intervalls, d. h. fiir || = 1 veischwinden, kenn-

P

zeichnen wir, indem wir in P* = P ... P an entsprechenden Stellen P
durch P ersetzen. Auch diese Funktionen denken wir uns fiir die be-
treffenden Variablen ¢, in [, = 1 identisch Null fortgesetzt.

P* und jede der genannten Teilmannigfaltigkeiten ist ein linearer
Raum?®) und hinsichtlich der Norm ||p|| vollstéindig.

Satz 1.1. Gehdrt p(t,, ... t,) 2u P so liegt p' (6, ....8,_1)
=P, e 1, tiy) m P und es ist

2l < lipl-

Beweis. Es enthalte I/, nicht die Operationen 4,,  und 4,. Dann
entsteht V p' aus P p, indem man die Nebenbedingung ¢, = ¢,_, stellt;
es ist also sup |V 9’| < sup [V,p|. Ist V, =V, 4;, | so entsteht I, p’
aus Vy 4y, _ P+ 170.4,1l p, indem man im ersten Summanden ¢, = ¢,, im
zweiten ¢, _, = t,_, und schlieBlich in beiden £, = t,_,, &, = ¢, setzt.
Somit ist sup |V, p’| < sup |V, 4y, _,p|+sup|V, 4, p|. Hieraus folgt.
%'SUP Vo'l < lzll

Satz 1.2. Gehort

P(yseeoslns Tyyoonn) zu Pmtl
Ty, ooy T3 Sy eeey 8) 2u Pl (¢=0,1,...),

7) Fiir n = 2 bezeichnet also [ p jeden der Ausdriicke p, At1 Py Atap,
4, 4, p-

8) »p = 0 soll stets p(t) = 0 bedeuten.
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so liegt
PGy oo tmy Tyseeo 15 Sy eees Sn)

=Pty s osslmi Tysooor T QPis oo 715 815049 8y) n Pmiitn
und es st

Ipgll < livll llgll
Beweis. Sei zunichst I = 0. Dann ist V pg = V,pV,.q, wo V,

und P, bzw. auf die Variablen ¢ und s operieren. Aus
sup |7 pg| = sup [V, p[sup(V,p|
folgt
Zsup [V pg|=Zsup|V,p| Zsup|V,ql;
4 4] Fg

d. h.
Tegl =zl liqll

Ist nun I > 0, so folgt nach vorangehendem, daB die Funktion
PG =Dty oo tini Froov s TP o un S 8y0.08) in POtilis gt
mit {[p¢'|| = |lp|l ||gll Identifizieren wir nun die Variablen » und ',
so ergibt sich die Behauptung aus Satz 1.1.

3. Integrale ohne Grenzen sollen sich stets iiber den Definitionsbereich
des Integranden erstrecken, also, wenn der Integrand hinsichtlich der
Integrationsvariablen zu ® bzw. P gehort, tber (—1, + 1) bzw.
(— o, + ). :

Satz 1.3. Gehort p(¢,, ..., t,) zu 7, so liegt

y 2 R A I jp(tl, ciolnay, T)dT
in P*—1 und es gilt
17l < 2(»ll

Beweis. Enthilt V' nicht 4,, so ist Vp' = IVpdr, also
sup |V p'| < 2 sup |V p|, woraus Xsup [V p'| < 2]|p|| folgt.

4. Entscheidend ist das Studium der folgenden Operation. Der Funktion
q(r) =q(t,, ..., ta—q, 7) aUS Pr—1 9P wird die Funktion

p) =D, 0itn—1, 1) = jQ(Q)Qd_Q,.

als ,,Cauchys Hauptwert” zugeordnet. D.h. wir definieren fiir || < 1

a

p= [ 1@+ [mer+a-gr-a,

le—rl=a 0 .
offenbar unabhiingig von a, wobei man beachte, daB ¢(r) =0 fir [r|{ =1
erklirt ist.

Hilfssatz 1.1. TFiir ¢(r) aus B, p(r) = '(q(g)
|p(r)] < 4Msup|4q|.

do .
T gilt

17*
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Beweis. Ohne Beschrinkung sei sup |[4¢| = 1. Wir schlieBen

P = Ij[q(r+a)—q(r—a)] < _{!Mﬂ% < 4M.

0

Hilfssatz 1.2. Fiir ¢(r) aus PB, p(r) = fq(

|4p(r)| =< 8M sup|4q|.
Dieser Satz entspricht dem von Priwaloff®).
Beweis. Ohne Beschrinkung sei sup|4¢|=1. Wir setzen s = r+4b,
' =r—>b, b > 0; dann wird

p(r) = p ()—2qu<@)(9 e

: ’ " d
= 2bj [g(e) — g (r )J(_Q‘T;T)_(g—_—)‘ 26"'[‘1(9 —q(r")] —F")fé’“’)’

denn es ist, da fiir ¢ = r — b bzw. fir ¢ = 7+ b Cauchys Hauptwert
Zd nehmen ist,

r oo

do j’ do
(e—r") (e —7') e—r)(e—r)
Wir gewinnen
[p(r")—p(r)] do
4 VPl < (2 #j. _
47l = (20) (28) Jle=r"lle—r 7"
‘ d da
2b1—s¢j 0 9(2b)i— nj—-————— M
+( ). PEETETI r,_S_ (20) = “(a+2b)<

" Satz 1.4 Fiir q(r) = q(t,, ..., ta1, 7) aus iBn*l‘B lvegt

Plyye-tn_i, 1) = .s 9(9) 0""
m P und es st
Il < 12M gl

Beweis. Fiir n = 1 entspringt die Behauptung aus den beiden
Hilfssiitzen. Ist » > 1, so wenden wir die Hilfssitze statt auf ¢ auf
V,q an, wo V7, die Operation 4, nicht enthslt; dann gewinnen wir
|7ep| < 4M sup |4,V,q|, |4, V,p| < 8M.sup |4,V,¢| und damit
2 sup |Vp| = 12Milg | z

% 1l ec Firp(r)= jq(g) cotg,—;l (0 — ) d o und periodisches ¢ (r).
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5. Unter 3 verstehen wir die Gesamtheit der komplexen Zahlen
¢ = &+ 17, inklusive 2 = o, mit Ausnahme der Strecke 7 =0, || < 1.
Fir g(r) = q(t;, ..s ta—q, 7) aus Pr—1P ist dann

Q(c>=jq(e) a¢

e—¢
eine analytische Funktion von ¢ in 3. Wir setzen mit ¢ = £ 1, |7| < 1,
d .
¢ = [0 2 +eingm;

nach Satz 1.4 gehért Q¢(r) zu P~
Hilfssatz 1.3. Mit ¢(r) aus P gilt
Q(r+2i%) — Q)| < 2Ma sup|Aq|
fir » >0 und [7| < 1. Es konvergiert also Q(r+ etx) fir » | 0
gleichmaBig in r gegen Q¢(r). (Das entspricht einer in der Potential-
theorie geldufigen Tatsache.)
Beweis. Ohne Beschrinkung sei sup |[4¢q| = 1. Es ist fir 4 > 2

A

QU +ein = | glr+a) 22
—'A
- ;
= |la0 +a) — g ;255 + [log Tois + ein] )
i
Q0 =g +u) X +einglr)
.,
=4
= | g +a) ~ gNLE +eimg(r),
—4

A
QU + 2ix) — Q) = eix [ [glr+a) — g =iy + log [ era] ()
=4 ]

= eixj[ﬂ""i’“) ——q(f)](a—i_iim’

da 4 > 2 beliebig war. Also

+ 0

1Q(r+ si%) — @ ()| < xj _ds o,

o —esn||a*~* =

6. Wir stellen einige Sitze iiber die Vertauschung von Integrationen
zusammen. Die Reihenfolge der Integrationen soll stets durch die Reihen-
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folge der Differential y ’
baw. P!, so liegh jQ(Q, s) Q_Qt nach Satz 1.4 in P? bzw. P B; also liegt
do . .
pach Satz 1.1 Sq(e, 3)9_8 in P bzw. P.
Hilfssatz 1. 4. Fir ¢(r,s) aus PP gilt
.‘.s'Q(Q’ 0') Q__td0'= Sv(q(g, G)dag__t

Wenden wir Hilfssatz 1.3 auf ¢(r) = q(r,0) an und

e festgelegt sein. Ist g(r, s) eine Funktion aus PP

Beweis.
integrieren pach o, so entsteht

jjq(g, o) 8% 45 - ‘H.q(g, ) gd_fi do+eixm fq(t, o)do;

p—t—Ewvx

wenden wir dagegen Hilfssatz 1.3 auf ¢(r) = j‘q(r, o)do an, so kommt

d d ’
”q(e. o)do z,—_'—r_e‘;.-“x > Hq(e, o)da Q—;‘f—t + &im sq(t, o)do.
Die linken Seiten stimmen iiberein, alsp auch die rechten.
Hilfssatz 1.5. Fiir g(r, s) aus P? gilt

[[aeaisio= [0 2 e

Beweis. Wir gehen aus von der Identitdt

j{ I Q(Q,U)Qd_fa}d0‘=.‘.{ j q (0, 0) ed—@a}dg

loe—el=a lo—el=a

und beachten, daB nach Definition von Cauchys Hauptwert die Inte-
deo
—0

granden { } fir @ — 0 gleichméBig in o bzw. ¢ gegen jq(g, )

e
do

bzw. Iq(g, o) .
7. Mit einer Funktion ¢(r, s) aus B* bilden wir die Funktion
’ _ do dop
e, 0 = [[ a0 ;2% 22,
die fir {, {' in 3 definiert ist. Mit e = 41, 6 = + 1 setzen wir
@0 = (160,22, 20 +sin[g(,0 2

o—8po—T oc— 8

streben.
o

-I-am'[Q(Q, 8) g_f’—- den?q(r,s).

r

Da I q(f,a)a't" in PP liegt, ist das erste Integral definiert. @< (r, s)
liegt somit in P2,

Hilfssatz 1.6. Mit ¢(r,s) aus P* gilt

Q0 + &3, 8 +8i2) —Qei(r, )| < (w2 + 5% + 2 16 Mg

Es strebt also fiir %40, 140, Q(r + eix, s+ 614) gleichmaBig in 5,7
gegen @*(r, s).
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Beweis. Wir setzen mit { =17 - gix, (' = s+ 014

p0) = | 20072, po() = [4r0) 22,
o =[r@ 9_¢, Py() = jpa(e)e_c,
P = [p @2 250 = [pae) ;28 (r).

Dann wird Q (, &) = C) Q4 (r,s) = Pj(r),
Wir haben also |P({) — Pj(r)| abzuschitzen. Wir gewinnen nun der

Reihe nach folgende Ungleichungen:
(1) |p(r) — pa(r)] < 2MAsup|4,q],
(2) |4, p(1)] — 4, ps()] = 2M 2% sup |4, 4, 4|,
indem wir Hilfssatz 1.3 auf ¢(s) = ¢ (r,s) und ¢(s) = 4,¢(r, s) anwenden.
(I) | Pe(r) — Pj(r)| < 16 M* A«sup | 4, 4, ¢] + 27t M A*sup | 4,q|,
indem wir Hilfssatz 1.2 auf p (r) — ps(r) anwenden und Formeln (2) und (1)
benutzen.
(A1)  [(P(&) — Ps(L)) — (Pe(r) — Pj(r))| < 4 M Ausup |4, 4. q];
hierzu wenden wir Hilfssatz 1.3 auf ¢(r) = p(r) — py(r) an und be-
nutzen (2).
(III) | Ps(C) — P5(r)| < 8M2x#sup 4,4, 9| + 2x Mx*sup|4,q|;
hierzu wenden wir Hilfssatz 1.3 auf ¢(r) = py(r) an und schétzen |4,py(r)|
nach Hilfssatz 1.1 ab durch
3) |4,ps(r)| < 4Msup|4,4,q| + nsup|4,q].

Addieren wir die Abschétzungen (I), (II), (III), so entsteht

[P()— Ps(r)| < (42424 416 A + 8x“)4 M*sup |4, 4, ¢|
+2aMux#sup|d,q| + 27 MA*sup|4,q]
< (" A"+ x# + 2%) 16 M? {sup |4, 4, q| + sup |4,q| + sup |4, q|};

(denn es ist M =>4, also 27 << 16 M), und damit die Behauptung von
Hilfssatz 1.6.

Satz 1 5. Fir q(r, s) aus P besteht die Identitit )

i

og—0 g——t . 5
[ d dé dé
= 9(9,0)0_“_(_’,—”4(9,0)5’_—6, 5—_—,+n”q(t,t)=0-

10) Sle entspncht der von Hilbert, Kellogg, F. Noether l. c. verwandten Identitat:

q(e, g) ===

—b(o) @ (o) cotg + 5 (a—n) cotg 5 (e—t)dodg

pP

— ——b(g) ¢ (o) cotg (a—g)cotg (g—t) dodo+ n?b(t) p(t) = O,

wobei b (r) penodlsch und bei F. Noether sonst nur stetig sein soll.
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Beweis. Wir gehen aus von der Identitat
1 1 1 1 1 1
c—o g:—é T o—po—¢ T o—toe—¢
Aus ihr gewinnen wir, fiir { aus 3,

[[oe0:2, 22~ [[ae0;2; 22 = [fatea,2, 2 <o,

= 0.

c—e Qe—
indem wir erst nach o und dann nach g integrieren und beim zweiten
Integral auf Grund von Hilfssatz 1.5 die Reihenfolge vertauschen. Wir
setzen & = ¢ + 4% und lassen x| 0 streben. Wir wenden Hilfssatz 1.3
auf die ersten beiden, Hilfssatz 1.6 mit (" = { auf das dritte Integral
an. Dann entsteht in der Grenze

Hq(e, 0) -2 —"‘L+mj'qu,a);df—t

—eeo—t
d do . d
2 HQ(Q,UJ,,_QQ 22 —in [ gl
do dQ . -d_o' o ﬂ
'—H'Q(Q,G) o=t o—t znj.q(t,o)o_t “’_g“@’t)g—t
+ 7‘29(‘;‘) = 0.
Diese Relation ergibt die Behauptung von Satz 1.5.

§ 9.
Operatoren.
1. Wir untersuchen einige Klassen von Operatoren, die auf Funk
tionen x(¢) des Raumes P operieren.
Jede Funktion f(f) von P fiihrt zu einem Operator f(T'), der aus z(t
von P die Funktion
- | HD) o) = ()2 (1)
erzeugt; diese liegt (nach Satz 1.2) auch in P und es ist
1A el < 1A =]l
Jede Funktion ¢ (t,s) aus P? ist Kern eines Integraloperators G, de
aus z(t) von P die Funktion
Ga(l) = Ig(t c)x(or) do
erzeugt, die (nach Satz 1.2 und 1.3) auch in P liegt. Wir setzen
Gl = llglls

ez < 2HG"” ll2l-
Die Klassen aller solchen Operatoren G, deren Kerne in 2, BB, ‘3‘3,‘1
liegen, bezeichnen wir bzw. mit 2, BB, BB, P2.

dann gllt (nach Satz 1.3)
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Operatoren G, G* mit den Kernen g (t, s), g% (t,5) heien zueinander
formal-adjungiert‘, wenn

. g* (t’ S) =4 (S: t)
ist; gehort G zu P2, so auch G*.

2. Dem Operator G von PP mit dem Kern g(¢,s) ordnen wir den

Operator G mit dem Kern gt s) = g(t,s)s—l_—t zu; er erzeugt aus der
Funktion z(t) von B die Funktion

Gz() = (st 0) o0 28,

die (nach Satz 1.2, 1.4 und 1.1) in P liegt mit
Gz < 12M|j@]) ||
Die Rolle dieses Operators G kommt zum Ausdruck in der Idemtitit
GT — T@ = @,
genauer, GTax(t)— TGu(t) = G z (t), die offenbar fiir (t) aus P besteht.
Eine erste wichtige Eigenschaft dieser Operatoren ist die folgende:
Sind G und H Operatoren aus PR, so gehoren auch GH wnd GH
zu PP und es ist
(*) IGH| < 12M |G| H; |6H| < 12M|I6] |IH|;
sind ¢ (¢,8), A (t,8) die Kerne von G und H, so sind die Kerne von GH
und G H bzw.
7hs) = [ot oo 2 gh6 = (160 ks 2.
Da nach Satz 1.2 g(t,7) h(r,s) in PP liegt, folgt aus Satz 1.4,
daB gh(t,s) und Fh(t,s) in PP liegen mit |jgZ| < 12M ||g|| ||2],
lgh|| < 12M ||g|| [|]|. Ferner liegt nach Satz 1.2 auch g (¢, 7) & (r, s) = (s)

in P P?. Wir kénnen die Hilfssitze 1.4 bzw. 1.5 auf ¢(0,6) = ¢(t, 0) k(0,0) z (0}
anwenden und erhalten in der Tat

d8s0) = [[ot.0 00 a(0) 2 de

= [[stor@aa0 2 de = [Fht0) 000

o—1
bzw. ) X i
GHa() = jga,e)h(e,a)z(o)da,,_‘*’e

= [[seoreose a0 = [gFEo o0 de.

3. Dem Operator G' mit dem Kern g (¢, s) von PP ordnen wir ferner

den Operator .
G==ng(T,T)
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zu; er erzeugt aus #(¢) von P die Funktion
Ga(t)=mngtt) )
aus P und es gilt (nach Satz 1.2)

3 62| < =|j@ll ll=ll-

Mit G und H gehéten auch GH upd G H zu PP und es ist offenbar
©) GH = GH = ¢ 8,

(3) GH =G¢H, G¢H=GH.

Grundlegend sind die folgenden beiden Identititen fir G, H aus P P:

(2) GH + GH = o,

(=) GH+GH=GH— GH.

Die erste (2) folgt daraus, daB der Kern von GH +GH:
~ ~ 1 1
7h,9+ 9K (9 = (96,0 b9 ;= + ;2] de

s—o

fiir s = ¢ verschwindet. Die zweite Identitéit (=) entspringt unmittelbar
aus dem Satz 1.5, wenn man ihn auf die Funktion ¢ (r,8) = g(¢,7) h(7,s) x(s)
anwendet, die (nach Satz 1.2) in PP? liegt.

4. Dem Operator @ aus PP ordnen wir noch den Operator
G=6¢-:@G
zu. Aus dem Vorhergehenden gewinnen wir dann die Sétze 4, B, D der
Einleitung mit P als Raum der z(t), P P als Klasse der ¢, H und

N=mx+12M;
an Stelle von Satz C erhalten wir allgemeiner die Identititen:
©) GH+GH =2 ¢H,
) GH+GH = GH

Die erste folgt aus () und (2); die zweite aus (8), (z), (2), (3):

t

GH+GH=GH+GH— GH+GH
— i@GH+GH —i(GH +6H)
=GH-GH-iGH+GH) = (—id) (B — i ). -
5. SchlieBlich sei noch fﬁr'G, H aus 2
GH* = H*G¥, (GHy — Hxg+
angemerkt,. st
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§ 3.

Spektralzerlegung des Operators 7' + K.

1. Es sei im folgenden K stets ein Operator aus PP mit dem
Kern k (¢, s), der also die Randbedingung (0) der Einleitung erfiillt.
Unsere Absicht ist, die Spektraleigenschaften des Operators

T+ K
zu untersuchen. Zu dem Zweck suchen wir, wie in der Einleitung be-

merkt, lineare Transformationen U, U, die aus Funktionen von 9 wieder
solche erzeugen, derart, daB

1) (T+KU=UT,
1) UT+K)=TUT
gilt; solche Transformatianen nennen wir , Normatoren.

Zwei Normatoren U, U nennen wir ein ,,Paar‘, wenn
1¢)) UU =1
gilt; diese Relation hat zur Folge, daB Uy(t) #+ 0 ist fiir y(¢) & 0.
Wir nennen das Paar von Normatoren ,,intakt, wenn noch die Relation
(3) UU =1
besteht; sie hat zur Folge, daB U=z () = 0 ist fiir #(t) + 0. Umge-
kehrt gilt:

Ist U, U ein Paar von Normatoren, und folgt 2 (t) = 0 aus Uz (¢) =0,
8o ist das Paar intakt. Denn es ist nach (2) U(U U —1)z(t) = 0.

Beildufig bemerken wir: Besitzt der Operator I' + K ein Paar in-
takter Normatoren U, U so 1aBt er sich darstellen als

T+K=UTTU;
diese Darstellung konnen wir auch als die Spektralzerlegung von T + K
bezeichnen.

Wir wollen zeigen, daB man solche Normatoren unter den Operatoren

U=1+4R
U=1-iR
zu suchen hat, wo R und R Operatoren aus PP sind.

Liegt K in P2 und ist U = (14 i B) Rechtsnormator von T + K,
so ist U* = (1 — ¢ R*) Linksnormator von T' + K*. Ist K = K* formal-
selbstadjungiert, so gewinnt man also aus dem Rechtsnormator U = (1 +iR)
in U* = (1 — i B*) einen Linksnormator. -

9. Piir Normatoren U = 1+ 1R, U=1— ¢ R sind die Relationen
(1), (1) gleichwertig mit -
1y ’ K(I'+:R) = E,
ay : 1-iR)K = R,

N
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wie sich nach D aus RT — TR = iR, RT—TR =iR ergibt.
Aus den Relationen (1), (1)’ folgert man
1-iR)R=(1—iR)KQ1+1iR) = R1+1iR),
also 3
() R— R =i(RR+ RR)
Nach §2 () wird somit R— R =iRR, also
UU =(1—iR)(1+1E)
=1+i(E—R+RE=1
So gewinnen wir
d. bh. _ . _ _
Satz 3.1. Zwet Normatoren der Gestalt U = 1+:i1 R, U=1—¢ R

des Operators T + K bilden ein Paar. ‘
Der Operator T + K besitzt hochstens ein Paar von intakten

Normatoren der Form U = (1 + iR), U= (1-— zR) Denn ist
U =q(Q1 +iR") noch ein Rechtsnormator, so folgt aus Satz 3. 1
U=0U0U0 =U1.

3. Wir nehmen nun an, daB der Operator T + K ein Paar von Nor- '
matoren U = 1+4iR, U = 1—4R besitzt. Wir konnen dann die
Spektralzerlegung gewinnen, auch wenn die Normatoren nicht intakt sind.
Es zeigt sich ndamlich, daB zum Spektrum |¢| < 1 nur noch endlich viele
Punkteigenwerte hinzutreten. ' '

Punkteigenwert von T + K ist jede komplexe Zahl 7, zu der es eine
Funktion z(t) =0 von P gibt, mit der

(T +E)z(t) = vz ()
gilt; Hauptfunktion zu R ist jede Funktion z(f) + 0 aus P, zu der es
ein ganzes m > 0 gibt, so da
(T+EKE—z)mz(t) = 0
ist. Fiir jede solche Hauptfunktion z(t) gilt Uz () = 0. Denn es ist -
(t — Aym Uz ) =(T—AmUz(t)y = U(T+K—Amz(t) =
also Uz(t) =

4. Wir untersuchen zunéchst den Raum O aller Funktionen z(t) ‘
aus P, fiir die

Uz(t) =

ist, und wir werden zeigen, daB O von den Hauptfunktlonen aller Punkt—
eigenwerte von T + K aufgespannt wird. Das ist sehr einfach auf Gmnd‘
der folgenden entscheidenden Eigenschaft deés Raumes O.
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Satz 3.2'). Der Raum O aller z(t) von P mit Uz(t) = 0 hat
endliche Dimension.
(Insbesondere hat also T + K hochstens endlich viele Punkteigen-
werte und diese sind von endlicher Vielfachheit.)
Zum Beweise fiihren wir den Operator
O=iER-R—ER-~RR
aus PP ein; wie man nach § 2 () errechnet, wird
UU =1-0.
Fir jede Funktion z(t) von O ist also
' z(t) = 0z (t).
Der Operator O hat nun die Eigenschaft, daB
) =0
ist; denn nach § 2 (o) ist zuniichst O = i (R — R) — 2 R R; andererseits
gilt nach (f) '
i(R—R)= RR+ RRE,
also nach § 2 (2)
i(R—R) = 2RE;
wegen )
RE=RR
folgt daher 0 = 0. s
Ist o(t,s) der Kern von O, so ist also o(t,t) = 0; folglich

lo(t, )] = [o(t,t) — o(t, )| < [t — s]“|[o]|.
Fiir den Kern 0 (¢,5) = o(¢,s) ;—:l_—t von O gilt also

[0t 9)| < [t — sl of;
d.h. der Integraloperator O wird bei s =¢ hochstens von der Ordnung
1—pu <1 unendlich. Infolgedessen gibt es ein ganzes # > 0 und 2%
stetige Funktionen p,(f), ..., px(t); ¢, (8), - .., g ($), so daB mit
O (t,8) = 21 (t) () + ... + P (t) ¢a(5)
sup‘“é(t,s) — ot 98)|ds <1
ist. ¢ .

i1y Dijeser Satz ist verwandt mit dem Satze von F. Noether (loc. oit.): Es
sei v (), w(t) stetig, J' j A(s,t)3dsdt < co. Dann hat der Raum aller z(f) mit

v (t) z () -{—j‘w(s) cotg —721 (t-—s)z(e)ds+IA(a,t)z(a)da:0
endliche Dimension, wenn in || =1 ‘
v () +w () F 0
ist. (An Stelle dieser Bedingung nutzen wir UU =1 aus.) F. Noether beweist
tibrigens ferner, daB diese Dimension nicht von A4 (s, t) abhéngt.
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Wire nun die Dimension von O unendlich (oder auch nur > k), g
enthielte O eine Funktion z(f) mit sup |z(f)| = 1 und
t

j'a,_(s—)z(s)ds =..= Jlg,,_—(s)z(s) ds = 0;
also wire
2(t) =02z(t) = —i0z(t) = — vl'fé (t,8)z(s)ds= — ij[& (t, 8)—0x(t, s)]2(s)ds,

und somit
|2 (0)] < sup [[6(t,5) — 8 (t,9) |ds sup|z(s)| < 1,
t 8

im Widerspruch zu sup [2(f)| = 1.
t

(Kurz gesagt: der Operator O ist vollstetig in bezug auf die Norm

sup |z(f)] und infolgedessen hat sein Eigenwert 1 endliche Vielfachheit.)

t 5, Der Operator T + K erzeugt aus jeder Funktion 2 (t) von O wieder
eine Funktion aus ©. Denn es ist fiir z(¢) aus O
U(T+K)z(t)=TUz(t) = 0.

Da der Raum O endliche Dimension hat, 148t sich die Elementar-
teilertheorie auf T+ K in O anwenden. Es gibt also endlich viele
Eigenwerte 7,,(» = 1, ..., n), (die nicht verschieden zu sein brauchen), und
zu jedem von ihnen endlich viele Hauptfunktionen w, ,(t), (x = 1,...,m,),
die der Relation

(T + K — 5,)th u(t) = thy o (8), mib 2y, () = O,
geniigen. Zu jeder Funktion z(f) von O gibt es Zahlen y, ., so da8
2(0) = 2 Yo tr u(2)

v u
ist; diese Zuordnungen bezeichnen wir mit y, . = U, ,2(¢). Eine
Funktion () von P zerlegen wir in
e@) =UUz()+(1—-TUO)=z (),
dann liegt (1 — U U) 2z (t) in O; wir setzen U, , z(t) = U,, (1 — UU)z(t).
So gewinnen wir
Satz 3.3. Der Operator T+ K mit K aus PP besitze ein Paar

von Normatoren U = (1 + 4 R), U= (1 —1 R); dann gibt es endlich viele

Punkteigenwerte v,, (v = 1,...,n), mit Hauptfunktronen u, u (t),
(u=1,..., m).
Jede Funktion x(t) von P laft sich darstellen mit Hilfe von Zahlen
Ynu= U, u2(t)
und von
t) = Ux(t
in der Form A v

vt) =Uy@t)+ X Uy, u(8) Y, us
"
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so dap
(T+E)2) =Utyt) + X wnu(®) (5 Yy u+ Yo, 4 1)

v, 0
wird, WO Yy m,+1 =0 2u setzen ist,
Damit ist die Spektralzerlegung von T 4 K geleistet.

§ 4.
Existenz von Normatoren.

1. Unter einfachen Bedingungen fiir den Operator 7' + K 1aBt sich
die Existenz eines Paares von Normatoren sicherstellen.

Satz 4.1. Der Operator T + K (K aus PP) besitzt esn Paar von
intakten Normatoren U =1+4++E, U=1—i R (R, R aus PBP), wenn
| K| geniigend klein ist.

Wir nehmen an

1
0 NEN <3g-

I. Dann zeigen wir zunichst, daB ein Paar von Normatoren
U=(1 +4JE), U = (1 — i R) intakt ist, wenn O gilt.

a) dus (1), d. h. (1 —¢R)K = R folgt nach B

Bl < {L+N|| B[} K],

ZN[| Bl <1+ N[ R|;

N|RB| <L

b) Ist (1 — 4 R)x(f) = 0, fiir ein « (f) von P, so ist #(f) = 0. Denn
aus z(f) = s Rz (f) folgt lz|| < N||R| |lz]] < ||z||, wenn z() = O.
Also ist das Paar U, U intakt.

II. Wir zeigen, da8 unter © ein Paar von Normatoren zu T + 1K
existiert. Wir losen die Gleichung (1) R = K (1 + ¢ R) durch Iteration.
Wir setzen By =0, R, ., = K (1 + iR,). Nach B wird dann

IBuss— Rull KN NJ By — Bucsl| < 4[| Ro — sl
Also konvergiert die Folge R, in sich; ‘da der Raum B P abgeschlossen
ist, enthilt er einen Operator R mit || R, — RB|| - 0. Aus

R—K(14+iR=(R—Ry.,)—iBR—R,)

also

d. h.

folgt

IR~ K@ —iR)|| < ||B— Bussll+ K[l [N]|B—R. >0,
also R = K(1+4R). .

Ebenso ergibt sich die Existenz eines Operators R aus P B, der (1)’
erfiillt.
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2. Wir geben nun Bedingungen dafiir an, daB T + K wenigstens
ein Paar von (nicht notwendig intakten) Normatoren U = (1 +<R),
U = (1 — ¢ R) besitzt.

Jeder reellen Zahl 7 aus |v| < 1 ordnen wir den Raum %, der

Funktionen
T (t)

t— 7T

zu, wo z(¢) die Funktionen von P durchliuft. Ist G ein Operator aus
PP, so erkliren wir @ ;_(—t)r durch

¢ 2% = [s0920); (s

diese Funktion liegt nach Satz 1.2, 1.4 in B. Ferner setzen wir

G tx @ _ 7, t) (t)

und erkléren G “ durch

@x(t) =£7[jg(t,s)x(s)£%— jg(t’s)x(s)s—d:e;—}—iﬂg(t,'[)x('[)];

t—t

diese Funktionen liegen wieder in B,.

Man iiberzeuge sich davon, daB diese Definitionen, wenn t—__— selbst
in P liegt, in die von § 2 iibergehen.

Eine reelle Zahl v aus |7| < 1 heile ,,Punkteigenwert im weiteren.

Sinne*“ von T + K, wenn es eine Funktion tx—_(t); = 0 von P, gibt mit

x(‘) z ()
(T + K) =T,
was glexchbe&eutend ist mit
I z(t) + J.k(t s)x(s) —————znk(t r)a:(r)--O

Der Operator K soll im folgenden zu P gehéren.
" 8. Ein Operator K’ aus P heiBe von endlichem Range, wenn es ein’
ganzes k > 0 und 2k Funktionen p, (), ¢.(s) (@ = 1,..., k) aus P gibt,
so daB '?) .
- K (t,5) = pe(t) 92 () =p1(t)q1(s +-+pk(t)m £
ist. Wir verlangen nun: 2
(!) Der Operator K aus P2 186t sich durch Operatoren K' aus 9132
von endlichem Range 8o approximieren, daB || K’ — K || beliebig klein, ist.
Diese Bedgngung ist jedenfalls erfiillt, wenn k(t,s) stetige erste nnd
gemischt-zweite Ablemungen besitzt.

« © 2R

$ o4

12) Wu: unterdriicken hier und im folgenden Summenzeichen, wenn der Index
o oder B zweimal auftritt. 2
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Satz 4.2. Es sei K ein Operator aus 9*, der (') erfillt. Hat T + K
keinen reellen Eigenwert v aus |t| < 1 im westeren Sinne, so besitzt er
einen Rechtsnormator der Gestalt U = 1 + 1 R.

Hat T + K* keinen reellen Eigenwert v aus |v| < 1 im weiteren
Sinne, so gibt es zu T + K einen Linksnormator U = 1 — i R.

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten; denn ist U, Rechts-
normator von 7' 4+ K*, so ist U} Linksnormator von 7T + K.

Die erste Behauptung beweisen wir nach dem Muster des Ab-
spaltungsverfahrens von E. Schmidt. Wir approximieren K durch einen

Operator K’ endlichen Ranges so, dal || K'— K| < é—lﬁ ist. Es

sei &' (t,8) = Pe(t)gs(s) der Kern von K'. Wir diirfen K + 0 voraus-
setzen und annehmen, daBl die Funktionen p,(f) linear unabhiéngig sind.
Nach Satz 4.1 gibt es ein Paar von intakten Normatoren U, = 1 + ¢ R,,
U,=1—iR,, so daB U,(T + K —K')U, =T, also U,(T +K)U,
=T+ U,K'U, ist. Der Operator T+ U,K'U, hat dieselben Eigen-
werte wie T + K, auch im weiteren Sinne, wie man nachpriife; ist U’
zu ihm ein Rechtsnormator, so ist U, U’ ein Rechtsnormator von T + K.

Der Operator U, K'U, ist aber ebenso von endlichem Range wie K';
sein Kern lautet ndmlich

Uo Pa (t) lm

und es sind die U,p,(t) linear unabhéngig, da es die p, (t) sind.

4. Infolgedessen geniigt es, den Satz unter der Annahme zu beweisen,
daB K % 0 von endlichem Range ist. Es sei

) k(t: s) = Pu (t) m:
Pa (), ga(s) aus P; die p,(t) seien linear unabhingig. Wir gewinnen
den Normator U = 1 4 ¢ R durch den Ansatz
7(t,8) = pa(t)jals)
und bestimmen j, (t) nach (1): K(1 + iR) = R aus
— . — 3 —_— do . 3
7 + i LW 8 05 ) + [ 2020 (0725 G 0) = G 0)
Dies System von Gleichungen fiir die Unbekannten j;(s), ..., jx(s) ist
eindeutig 1gsbar, wenn die Derminante D (s) der Matrix

ﬁ—maﬁmw—{ﬂmmwda

s—o
fir |s|] < 1 nicht verschwindet. Angenommen, es gibe ein reelles =
aus |7| <1 mit D(r) = 0; dann gibe es ein System von Zahlen
tes (@ = 1,..., %), die nicht alle verschwindeq, so daB

te — 1709, (A) pp (A) tp — J.mpﬁ(ﬂ),idd‘ﬂ =0
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ist; wir multiplizieren mit p, (¢) und setzen

tePa(t) = P (1);
es ist p(t) + 0, da die p, () linear unabhingig sind. Wir gewinnen so:

p(t) —tmk(t,T)p(z) — jk(t,a)p(a);%‘_’a = 0;

d. h. die Funktion tﬁ_—(% aus PB; ist Eigenfunktion zum FKEigenwert = im

weiteren Sinne. Das aber war ausgeschlossen.

Es ist also D (s) & 0 fiir |s| << 1. Das obige Gleichungssystem be-
|
Ja(8) zu PB. j,(s) gehért sogar zu P; denn fiir |s| = 1 ist ¢, (s) = 0;
das Gleichungssystem hat somit fiir |s| = 1 die Ldsung 7, (s) = 0, und
die ist eindeutig bestimmt. Es liegt #(t,8) = p.(t)je(s) in P? und
(14 iIVB) ist in der Tat ein Rechtsnormator von T + K.

sitzt also eine Losung j,(s). Da D(s) in P liegt, gehort also auch

§5.
Spektralzerlegung von 7' 4 K im Hilbert-Raume.

1. Als Hilbert-Raum $ haben wir den Raum aller in |¢| << 1 erklarten
quadratisch integrierbaren Funktionen z(¢) zu wihlen. Wir setzen

(@ 9 = [aBy@dt, |2] = Viz 2).
Der Raum P liegt dicht in § (in bezug auf die Norm |z|); es ist fiir =
in B
|| =< 2] =]l
Jeder in P erklarte lineare Operator, der (in bezug auf |z|) beschrankt

ist, 188t sich eindeutig zu einem linearen in § erklirten Operator mit
derselben Schranke fortsetzen. So sind die Operatoren f(T) aus P und &

aus ‘B‘js auf $ zu iibertragen; denn es gilt fiir x in P
H( Dzl < Il l=; |G| < 211G |=].

Der Nachweis, daB dasselbe auch fiir Operatoren G mit G aus §3? gilt,
bedarf einiger Vorbereitungen. _ .

Wir betrachten zunichst Operatoren G aus PP, fiir die ¢ = 0 ist,
deren Kerne ¢ (¢, s) also auf der Diagonalen verschwinden: l
. g(t, t) = 0.

Fiir sie besteht die Abschétzung

(+) gt 8) =< %liglile — sl
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deun es ist
219 9| = lg(t,8) —g(t. & + g(t, 5) — g (s, 9)]|
= |t —s|#sup|d,g| + |t — s|“sup| g
= [t—sllg]l.
Hilfssatz 5.1. Ist G ein Operator aus PP mit @ = 0, so gilt

fiur z(t) aus P _
[z, Gy)| < 2M|G]l|=]|y|-

Der Beweis beruht auf der Relation (). Mit ihrer Hilfe schitzen wir ab:
H j 2(0) g6 8)y(s) ;

|t—s| = 2¢

-1+ |e]
=] | j 9B~ p+ 7B =)y (f+a)dpLe
E=a<<1 —1— af
< Jlehlellal | 12612 < 2mpa) 2yl

la|=1

Die linke Seite geht aber fiir ¢ - 0 iber in

[[z@09 Gyl = (= Ey)l.
Hilfssatz 5.2. Ist G ein Operator aus P, G* seine Formal-
Adjungierte, so gilt fiir z(t), y(t) aus P
6 =, y) = (x, G* y).
Beweis. Da g(t, s) in P? liegt, ist Hilfssatz 1.5 auf
q(rs) =a(s)g(r,s)y(r)

anwendbar:
(é”x,y)=jé'm(e>y(g>de=ﬂ @709y (2
= ”w(O)g(e, 9 y(0), 2L do = —jx(o)G* (o)da = —(z, G*y);

und daraus folgt die Behauptung.
Satz 5.1. Liegt der Operator G in P, so ist G auf $ beschrankt
fortsetzbar und es gilt fir = in $
|6 2] < 2N [|@))|z]-
Ein entsprechender Satz wurde von Lichtenstein '?) angegeben. Unser
Beweis benutzt im Prinzip einen von Hilbert (l. c.) verwandten Kunst-

griff.

1. .
13) 1. e. Mit z (¢) ist auch jx [z (z) — z (1)) cotg % (tr — ¢) d v quadratisch inte-

grierbar.
18*
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Beweis. Es ist fiir  aus 9 nach Hilfssatz 5.2 und § 2 (%), (3),
(3) (2) - -
|§z|’ Gz, Gr) = (z, Gv*(yx) ((;'*G—}—G’*é):c)
= —z(a: (G*G~|—G*G’)x) + 2 (=, G*Ga;)
Nach § 2 (2) ist G*G+G*G = 0, also folgt aus Hilfssatz 5.1 und (»),
() §2 .
|G 2 < (48M* + 2 a%) [|g*|| [=f*
und damit die Behauptung.

2. Ist K ein Operator aus P?, so ist T + K ein in$ beschrinkter
Operator. Besitzt T + K ein Paar von Normatoren U =1+ iR 3
U=1-4¢R mit R, R aus P2, so besitzen U, U nach Satz5.1in $
beschrinkte Fortsetzungen, die auch U, U heien sollen. Mit ihnen be-
stehen die Relationen (1), (1), (2) und, wenn sie intakt sind, auch (3). Der
Operator P = U U ist wegen P? = P ein (nicht notwendig orthogonaler)
Projektor.

Es sei 4t ein Teilintervall von || < 1 mit den Endpunkten ¢, t2
und A4 E, der Operator, der aus der Funktion z () von § die auchk zu $
gehorige Funktion

AE,x(t):{x(t) fir ¢in At

0 fiir ¢ auBer 4¢

erzeugt. Dann ist
P, — P, =A4P,=UAE, U

auch ein Projektor und es bestehen die Relationen
1 1
fapP, =P, j'th,=(T+K)P,
-1 -1

wobei die Integration in bekannter Weise nach dem Muster des Stieltjes-
Integrals zu definieren ist. Die erste Relation folgt unmittelbar aus

de, UjdE,U_ UU = P,
-1
die zweite aus

) 1
ftap, = szdE,U UTU = (T +K)P.

-1

Es ist also 4 P, der zum Intervall At gehorige Projektor des Opera,tors
T + K.

“Ist UU =1, also P = 1 so gibt 4 P, die vollstindige Spektra.]-
gchar'von T+ K.

Ist K = K* symmetrisch, so ist U = U* Linksnormator. Dann
sind die Pro]ektoren P = UU* und 4 P, orthogonal; U ist léngentreu,
und, ‘wenn U'U* = 1 ist, auch unitér.

(Eingegangen am 5. 2. 1937.)
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