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6.
Bestimmung der Anzahl nicht aquivalenter Classen
fur die aus A" Wurzeln der Einheit gebildeten com-
plexen Zahlen und die idealen Factoren derselben.

(Von Herrn E. E. Kummer, Professor in Breslau.)

Die gegenwirtige Untersuchung iber die Anzahl der E,‘alassen der aus
1 Wuizeln der Einheit gebildeten complexen Zahlen und der idealen Fac-
toren derselben wird sich genau an meine friher iber diese Art der com-
- plexen Zahlen veroffentlichten Arbeiten anschliefsen, namentlich an die Ab-
handlung No. 16. im 35ten Bande dieses Journals, in welcher ich die idealen
complexen Zahlen zuerst eingefihrt und genau definirt, auch den Begriff der
Aquivalenz fiir dieselben bestimmt, sie hiernach in Classen getheilt und be-
wiesen habe, dafs fir jede Primzahl 4 nur eine endliche bestimmte Anzahl
nicht #dquivalenter Classen existirt. Die genaue Bestimmung dieser Classen-
Anzahl aber habe ich daselbst nicht versucht, weil mir bekannt war, dafs
Lejeune-Dirichlet "diese Arbeit, wenn gleich nicht fir die idealen complexen
Zahlen, so doch fiir eine bestimmte Art von homogenen Formen A —1'" Grades
mit A —1 unbestimmten Zahlen, welche (nur in der Anschauungsweise von
diesen verschieden) wesentlich mit ihnen ibereinstimmen, schon seit einiger
Zeit ausgefiihrt hatte. Als ich mich nun aber mit der Anwendung der Theorie
der complexen Zahlen auf den allgemeinen Beweis des Fermat’schen Salzes,
dafs die Gleichung "} y" = 2", wenn n > 2, durch ganze Zahlen nicht aufzu-
losen ist, beschaftigte, war mir die Bestimmung dieser Anzahl der Classen nicht
aquivalenter idealer complexer Zahlen dazu unentbehrlich und ich entschlofs
mich, die Arbeit, welche bei Zugrundelegung' der von Dirichlet fir die Be-
stimmung der zu einer gegebenen Determinante gehorenden Classen nicht
dquivalenter quadratischer Formen gefundenen Principien, auf dem Standpuncte,
zu welchem ich die Theorie der complexen idealen Zahlen in der Abhandlung
No. 16. 35ten Bandes dieses Journals bereits gebracht hatte, keine principiellen
Schwierigkeiten mehr bot, selbst auszufihren. Das Resultat, insoweit ich es
zur Ergrindung des oben angegebenen Fermat'schen Satzes brauchte, habe ich
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in den Monatsberichten der Berliner Akademie vom September 1847 veroffent-
licht, aber erst jetzt, nachdem ich von Dirichlet, dem die Prioritit hier zuge-
hort, selbst aufgefordert worden bin, will ich in der gegenwirtigen Abhand-
lung auch die Methode auseinandersetzen, welche mich zu diesem Resultate
gefihrt hat. Hierauf werde ich sodann in einer zweiten Abhandlung, als wei-
tere Vorarbeit fir meinen Beweis jenes Fermat'schen Satzes, die besondere
Untersuchung iber die Theilbarkeit dieser Classenzahl durch 4 und iber ge-
wisse complexe Einheiten, welche ich in den Monatsberichten der Berliner
Akademie vom September 1847 kurz entwickelt habe, in etwas verinderter
Fassung reproduciren, und endlich, eben so in einer dritten Abhandlung, den
auf diese sich stitzenden Beweis des Fermat’'schen Satzes, dessen Grundzige
ich zuerst in einem Briefe an Lejeune-Dirichlet mitgetheilt habe, welcher in
dem Aprilhefte der Monatsberichte der Berliner Akademie des Jahres 1847
abgedruckt ist.

Es bezeichne ¢, eine fiir den Modul 2 zum Exponenten d, einem Di-
visor von A—1, gehorende Primzahl; welche also der Bedingung geniigt, dafs
¢*=1mod. 4, dafs aber keine niedrigere Potenz von ¢, als die d* der Ein-

heit congruent sei, fir den Modul . Die Primzahl ¢, hat unter dieser Vor-

aussetzung allemal genau iil:l::c)‘ complexe Primfactoren, welche wirklich,

oder ‘ideal sein konnen; wie es in der Abhandlung No. 16. 35ten Bandes dieses

Journals gezeigt worden ist. Eben so sei ¢/, eine fir den Modul 4 zum Ex-

ponenten d' gehorende Primzahl, welche darum —)13—7—1—:()" (ideale) complexe

Primfactoren enthilt, u. s. w. Es stelle ferner F'(a), wo o' =1 ist, irgend
eine beliebige ideale oder wirkliche complexe Zahl vor, so hat die Norm der-
selben NF'(c) stets die Form 7. ¢™%.¢/7*¥. ¢/ " .. ., in welcher ¢, ¢', ¢", ...
d, d', d', ... die angegebenen Bedeutungen haben und n, m, m', w", . ..
beliebige, nicht negative ganze Zahlen sind.

Es sei nun

. — z_i:_i_
1 R = >Grey

wo das Summenzeichen = sich auf alle verschiedene complexe, ideale und
wirkliche Zahlen F'(e) bezieht, und wo als verschieden diejenigen gelten,
welche verschiedene Primfactoren enthalten, nicht aber diejenigen, welche,
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dieselben idealen Primfactoren enthaltend, nur mit verschiedenen complexen
Einheiten multipKcirt sind. Die unbestimmte Zahl s wird grofser als Eins
angenommen und spiter der Grenzwerth der Reihe R fir s =1 untersucht
werden. Alle einzelnen Glieder der Reihe R sind nun von der Form

9 s—1 .

'm/dl ,,m”d“

(g g gy
und es ist zunichst die Frage zu erortern: wievielmal ein bestimmtes solches
Glied in der Reihe B vorkomme, d. i., wieviele verschiedene ideale oder
wirkliche complexe Zahlen F'(c) es gebe, deren Norm gleich Kogrtogm

ist. Dies geschieht sehr einfach auf folgende Weise. Erstens: da die Norm
den Factor ¢7 enthalt, so mufs die complexe Zahl F'(¢) von den O idealen
Factoren des ¢, genau m enthalten, welche entweder verschieden, oder zum
Theil, oder alle gleich sein konnen. Von vorhandenen J Elemenien lassen
sich aber m, wenn Wiederholungen gestattet sind, auf
S(O+1)(3+2) ... 0+ m—1)
) 1.2.3...m
verschiedene Arten nehmen. Auf eben so viele verschiedene Arten kann
also der Factor der Norm ¢ entstehen. Eben so ergiebt sich, dafs der Factor

d
der Norm ¢/

auf

0'(0"'+1) ... (0" m'—1)
1.2...w

verschiedene Arten entstehen kann u. s. f. Der besondere Factor der Norm 1"
aber kann nur auf eine einzige Weise entstehen, niamlich, wenn F'(¢:) von den
complexen Primfactoren des i, welche alle einander gleich sind und durch
1—a dargestellt werden, genau n enthalt. Hieraus folgt, wenn

3. NF(0) = ¥.q73%. ¢ ¢hm ¥ ...

d

ist, dafs es genau

@ +1)...04m—1) @ H1)...(0+m —1) 3O +1)... (3" Fm"—1)
1.2... m ) 1.2.. o ’ 1.2... m"

verschiedene complexe Zahlen F'(c) giebt, welche diese bestimmte Norm haben.
Es lafst sich also die Reihe R jetzt in folgende Form setzen:

3B+ ... @fm—1) @) ... Fm—1)

1.2 ... m 1.2... m
4.‘ R = (8_1)2 ns mds tmid's Y
A", g a0 oo
wo das Summenzeichen sich auf alle verschiedenen Primzahlen ¢, ¢/, ....,

13 *
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mit deren jeder auch d und &, d' und J' u. s. w. gegeben ist, und auf alle
nicht negativen ganzzahligen Werthe von n, m, m' u. s. w."' bezieht. Dieser
Reihe sieht man auf den ersten Blick an, dafs sie das Product folgender Bi-
nomialreihen ist:

1 1 1
‘ 14ttt

1, 8@+t 1

0
1+T'—zz?+ ) "lzds+"

1, &M@+ 1
14 1 d:s+—1—72—°?a+--'
d’
u. s. Ww. ‘
Summirt man diese einzelnen Binomialreihen, so erhilt man R folgendermafsen

in Form eines Products dargestellt:

s—1 1 ) 1 o
5. R — : I ; AT ; I ceees
1—75 1—7 T ds
94 VP

wo das erste Productzeichen sich auf alle verschiedenen Primzahlen ¢, be-
zieht, welche zum Exponenten & gehoren, fir den Modul 4; das zweite auf
alle zum Exponenten d’ gehorenden Primzahlen ¢, u. s. f., und wo genau so
viele besondere Producte vorkommen, als A—1 verschiedene Divisoren hat,
niamlich d, d', u.s. w. Es sei nun /3 eine primitive Wurzel der Gleichung
f**=1 und r irgend eine Zahl, welche mit 4 —1 den grofsten gemein-
schaftlichen Theiler J hat, so ist:

(=) = (-2 (-5) (-5

also

Ich gebe nun dem # den Werth Ind. ¢ a (mod 1), da Ind. (¢,) und 4 —1
den grofsten gemeinschaftlichen Factor d haben; wie es sein soll. Dafs dies wirk~
lich der Fall ist, wird kurz so gezeigt: Seizt man ¢ ,=g" mod. 1, wo ¢
eine primitive Wurzel von A bedeutet, so ist .4 durch A—1 theilbar; aber
kein niedrigeres Vielfache von %, als das dfache, ist durch A —1 theilbar, und
da Ai—1==d.J ist, so haben A==1Ind. ¢, und A—1 den gemeinschaftlichen
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Factor J; aber keinen grofseren. Werden nun der in Gleichung (6.) gefundene
Ausdruck, in welchem 7 = Ind. ¢,, mod. 4, ist, und eben so die entsprechen-
den Ausdriicke fiir die andern Producte in der Gleichung (5.) substituirt, so
nimmt dieselbe, wie leicht zu sehen ist, folgende einfache Gestalt an:

s—1 *2 1
7. R= T {Ikﬂi_~ T
7.5 q°

wo die Primzahlen ¢ nicht weiter nach den Exponenten zu unterscheiden sind,
zu denen sie gehoren, fir den Modul 4, und das zweite Productzeichen IT
sich auf alle Primzahlen ¢ ohne Unterschied bezieht, mit alleiniger Ausnahme
der Primzahl A; denn alle zu den einzelnen Exponenten d, d', d' u. s. w.
gehorenden Primzahlen ¢,, ¢),, ¢, u. s. w. machen zusammengenommen alle
Primzablen aufser 4 aus. Macht man jetzt von ('ier Reihen - Entwicklung

kInd.q
q2s

Ind. g

1937(
+ q33 + ot

1 L Bkindg @2
T = 1+ 7T
T
Gebrauch und stellt sich alle die unendlich vielen, den verschiedenen Werthen
des ¢ entsprechenden, in dieser Form enthaltenen Reihen mit einander mul-
tiplicirt vor, wobei man von den bekannten Formeln Ind.q - Ind.¢’ = Ind.¢q',
mod. A—1, und n.Ind.¢g =1Ind.¢", mod.2—1, Gebrauch macht, so iibersieht

man sehr leicht, dafs

1 ﬂklnd.n
T T

T
ist; wo das Summenzeichen = sich auf alle ganzzahligen positiven Werthe
des n bezieht; mit Ausschlufs der durch A theilbaren. Demnach hat man

o

n (N ns

8 R: _s——_i__z-i_'zﬂlnd.n.z ﬂz]nd.n s ﬂ(l—&)lnd.n.
. 1__1_ ¥ n n’
s

Lafst man nun das s abnehmend sich der Grenze Eins unendlich nihern, so
erhilt man bekanntlich

—DZL = ‘—A_-i, fir s=1,

und die ibrigen in dem Ausdrucke (8.) enthaltenen unendlichen Reihen sind
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bekanntlich fir s =1 convergent und haben endliche bestinmte Werthe. Des-
halb wird

9 R _ 2 ﬂlnd.n '2 ﬂﬂnd. n L 2 ﬂ(}_—’.’) Ind.n
n

n n K

Die einzelnen unendlichen Reihen, welche als Factoren dieses Pro-

ducts auftreten, lassen sich durch endliche Ausdricke summiren, und da diese

Summen, welche wesentlich verschieden sind, je nachdem & ungerade oder

gerade ist, von Dirichlet in der Abhandlung iber die arithmetische Reihe ge-

funden worden sind, so beschranken wir uns hier darauf, nur die Resultate
mitzutheilen, welche wir in folgende Form setzen:

fir s=1.

ﬂ—(Zr—l)lnd.n ,n/_.1 — r— | —2)(2r—

= n = (7L a) (1"}_.91/32 1+.q2ﬁm U‘l"-u-‘fﬂl&ﬂ“ ae 1)), ,
WO 15 Y2y g3y -+ Yi_» die kleinsten positiven Reste bezeichnen, welche
die Potenzen einer primitiven Wurzel ¢, ¢°, ¢° .... ¢g** geben, fir den

Modul 4, und wo (3%, «) den in der Kreistheilung bekannten Ausdruck

(B 0) = ot Brtaf B g L, fAAC-D et
bezeichnet. ,Ferner
B8 ndn 2(le(a)dfrl.e(wd) + A1 e(ag) +. ..+ A1 e(a8))
no A—=£"2)(f", @) ’
wo e(«) eine bestimmte complexe Einheit bezeichnet, namlich
(1—a8)(1—a—8)
(I—e) (1—a™)

e(a) =
und .
B e) = e+ a8 L. a0t 4. ... -}-ﬂ““m".aﬁl'g.
Substituirt man nun diese Summen in dem Ausdrucke (9.) der Reihe R,
wobei man der Kirze wegen das Product

-1 '
-{Irci "{”_01 .[))2r—1 _l_y2.[5r2(2r—1) + . -I—yz_a-ﬂ“"”‘”"’) — P

und das Product
3(1-3)
I, (le(o) 4 B le(@) 4 . ... B Le(o8 V) = @
1

setzt und bemerkt, dafs (3%, e)(3 % 0)=+1, (—1,e)=+y+% und
A=BU =B ... . (1=470) = (4 —1),

so hat man

/

31(A—1) oi(i-1)
10 RBR—=ZI7_ 2P0 g5 oy

(A—1).a-%
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Das Product Q lafst noch eine Vereinfachung zu. Nennt man namlich D die
=3 Grofsen:
5 rofsen:

Determinante des Systems folgender (l

le(a), le(a®), el leg gg(l—5)>
le(af), le(a8?), v L@,

le(agk(l—s))’ le(es®™), ... le(efi*),
so zeigt sich sehr leicht, dafs @ = $(A—1).D ist, dafs also R fir s =1
auch so dargestellt werden kann:

1. R £m9399.pp

= , fir s=1.

Wir wenden uns jetzt zu dem zweiten Theile unserer Untersuchung,
niamlich zu der Summation derselben Reihe R nach einem andern Principe.
Stellt man sich in der Reihe

R ==

s—1
(VE(@))*”
wo F'(«) alle idealen und wirklichen complexen Zahlen umfafst, diese alle in
die nicht dquivalenten Classen abgetheilt vor, so dafs die erste Classe, welche alle
wirklichen complexen Zahlen enthilt, durch f(e), die zweite durch fi(«), die
dritte durch f,(a) u. s. w. bezeichnet wird, so hat man, wenn die Anzahl aller
nicht dquivalenten Classen, mit deren Auffindung sich diese ganze Abhandlung
beschaftigt, durch H hezeichnet wird:
s—1 ) s—1

2 B= Syt Sy o b i ey
Es ist nun fir jede einzelne dieser Summen die Grenze zu suchen, welche
sie fir s==1 erreicht. Dieser Grenzwerth wird aber, wie wir spiter be-
weisen werden, fiir alle verschiedene Classen, d. h. fir alle diese verschie-
denen Summen, genau derselbe, und soll darum nur fir die erste Summe,
welche die erste Classe der complexen Zahlen, also alle wirklichen com-
plexen Zahlen umfafst, hier vollstindig bestimmt werden.

Alle wirklichen complexen Zahlen sind in der Form

13.  f(e) = wa—}-wlag-{—wzag”-{—....—l—wl_Qagl”’
enthalten, in welcher ®, x,, @, .... x;_, beliebige ganze Zahlen sind. Da
aber, vermége der Einheiten, mit welchen sie multiplicirt vorkommen, jede
derselben auf unendlich viele verschiedene Arten durch diese Form dargestellt
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wird, so suchen wir zunichst die Bedingungen, welchen «, o, .... #;_,
unterworfen werden miissen, damit jede complexe Zahl nur ein einzigesmal
durch diese Form dargestellt werde. Zu diesem Zwecke gebrauchen wir ein
System von Fundamental- Einheiten, durch deren Potenz-Erhebung und Multi-
plication mit einander, wenn noch die einfache Einheit +«™ als Factor hinzu-
gefigt wird, alle complexen Einheiten erzeugt werden. Diejenigen unserer
geehrten Leser, welche mit der Theorie der complexen Einheiten noch nicht
vertraut sein sollten, bitten wir, hieriiber einen Aufsatz von Dirichlet in den
Monats - Berichten der Berliner Akademie, vom Mérz des Jahres 1846, nach-
zusehen. Es sei &(a), &(e), .... &,,(«) ein solches Syslem von Funda-
mental- Einheiten, und es sei hier, wie auch in dem Folgenden, u ein abge-
kiirztes Zeichen fir 4 (4 —1), so umfafst die Form .
14, d".g(@)" &le™ . ... g ()" . @(e) = [(a)

alle moglichen Darstellungen einer und derselben complexen Zahl f(o), wenn
den Potenz-Exponenten m, m,, m,, .... m,_, alle moglichen ganzzahligen
Werthe gegeben werden. Wir abstrahiren jetzt von dem Factér + o™, welcher
fiur sich bewirkt, dafs jede complexe Zahl auf 24 verschiedene Arten dar-
gestellt wird, und bemerken, dafs ¢, (), &(a), .... &,,(a) lauter reale Grofsen
sind, welche auch immer positiv angenommen werden konnen und sollen: f(e)
aber und ¢(«) konnen imaginair sein. Wenn nun nur die realen Theile dieser
complexen Zahlen in Betracht gezogen werden, welche gleich y(f(«)f (™))
und y(¢(e)p(e")) sind, so giebt die Gleichung (14.), nachdem von dem
Factor + o™ abstrahirt worden, wenn auf beiden Seilen die natirlichen Lo-
garithmen genommen werden:

myle(a)+myle(a)f....fm,_ le, (a)+ 3 (roege) = }i(rfefoa™),
wo r eine ganz beliebige Grofse ist, die wir hier hinzugefiigt haben, um sie
spiter zweckmifsig zu benutzen. Verwandelt man noch « in of, of°, .... 87
so erhalt man folgendes System von Gleichungen:

myle (o) 4-mle(a) +....-fm,_le, () +H(rgoge™)
(rfofo),
vorntm, i le, (0f) H(rgo® pa=8)
H(r fof fo~%),

9

myle, (0f) +myle,(af)

I+

15.

myle, (08"7) 4 moley (8“7 ) oAy le,_y (a57) L M (r g pa—s"")
(7 fos" " fae" ™),

]
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Die Auflosung dieser Gleichungen, in welchen m,, m,, .... m,_, als Unbe-
kannte angesehen werden sollen, moge ergeben: ’

16 o Mlrfafe) 4+ Lil(rfas fa)+....4 A U(r fast™ fame')
. m; — 57

_ A I(roe pa—t) + A:l(rtpas’ ga—8)+....+ A';:_ll(r(pag“'“(pa-g""’)

24 . ’
fir £ =1,2,3,.... u—1. Unterwirft man jetzt die Grofsen fo.foe™,
fof . fo2, . ... fas"" . fa—¢“" oder die in ihnen enthaltenen Coéfficienten
Ty Tyy .... T3, den u—1 Bedingungen, dafs die Ausdricke

-  Alrfafat)+ Adefesfug)+ . ..+ AL (rfas " famen?)
B 24

fir k=1, 2, 3, ... u—1 alle in den Grenzen O und 1 liegen sollen, so
giebt es, wie leicht zu sehen, fiir jede gegebene complexe Zahl ¢ () nur ein
einziges System von ganzzahligen Werthen der m,, m,, ... m, ,, welche
diesen Bedingungen und zugleich den in (16.) enthaltenen Gleichungen geniigen:
also die Einheit, mit welcher eine complexe Zahl behaftet ist, wenn sie diesen
w—1 Bedingungen geniigen soll, ist, mit alleiniger Ausnahme des Factors + o™,
vollstindig bestimmt, und da dieser fir sich genau 24 verschiedene Werthe
hat, so schliefsen wir, wenn die Bedingungen, dafs 2,, 2., ... 2, alle in
den Grenzen O und 1 liegen, erfillt sind, dafs jede gegebene complexe Zahl
f(e) genau 21 verschiedene Darstellungen durch die Form

fle) = zataoft ... +a1 508"
zuldfst. Kehrt man nun das System von Gleichungen, welches in der Form (17.)
enthalten ist, wieder um, so lassen sich die u —1 Bedingungen auch so dar-
stellen: ,
leg(@)2 + lg(@)2 +...+ loy (@) 2,y = $l(rfafa™)
ley ()2 + le(e8)20 4 ..o Loy ()2, = Y(rfosfos)

18. .
IEI (agr“")zl 'JI_ le, (ag/‘-“) 22+ v 'I"IE;A—I (ag,u—ﬂ) By = %l(rfaé’f““fa-g"'z),
und wenn man den Grofsen @, @y, ... &;_, in der complexen Zahl f(a)

—zata0ft ...+ 2, 08" alle ganzzahligen Werthe von — oo bis +
giebt, welche mit diesen Bedingungen vertraglich sind, so erhalt man alle
verschiedenen wirklichen complexen Zahlen, jede genau, 22 mal.

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 2. 14
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Der Grenzwerth der Summe

s—1
(Nfa)* °
ist nun nach den Principien, welche Dirichlet in seiner beriihmten Abhandlung
itber die arithmetische Reihe eniwickelt hat, gleich der Anzahl der Glieder
dieser Reihe, fir welche Nf(e) << T' ist, dividirt durch T, fir T = .
Die Anzahl aller Glieder, welche Nf(a)<<T' geben, ist aber gleich dem
2iten Theile der Anzahl aller Werth-Systeme der «, @, .... &;_,, fir
welche die obigen u—1 Bedingungen gelten, verbunden mit der Bedin-
gung Nf(e)<<T. Wird jetzt statt der Grofsen x, x,, ... &;_, uberall

ti, —:l, x;* gesetzt, so geht f(a) in,—f—ia—) und Nf(e) in %;ﬂ iiber;

und macht man in den x—1 Bedingungsgleichungen bei (18.) r =1¢, so
werden dieselben bei dieser Verénderung:

ley ()2, + le(e)z 4.0 4 lep (@)% = $l(fofe™)

fir s=1,

19 le,(e®)2) 4 le(eB)z, 4 .0+ Lo (ef) 2,y = Ji(fesfo?)

le, (08" ) 2y L ey (08" ) 2y F oo F U,y (087) 3,y = HU(fo" 7 fas™?);
WO 2y, %2, - - . %, simmilich in den Grenzen O und 1 liegende Grofsen
sind. Die neuen Grofsen x, x,, ... x;_, haben aber nun nicht mehr alle

ganzzahligen Werthe, sondern alle um die Differenz ¢ abnehmenden oder zu-
nehmenden Werthe von — oo bis oo, welche mit diesen Bedingungen bei

(19.) vertriglich sind. Setzt man nun T—_—tz_i_m so wird die obige Be-
dingung Nf(e) <<T, fir die neuen Werthe der z, @, ... &;_, zu Nf(e)<<1.
Endlich wird # unendlich klein genommen, wodurch 7' unendlich grofs wird,

und die Grofsen x, x,, ... x;_, zZu continuirlich verinderlichen Grofsen
werden. Die Anzahl der Werthe, welche x annehmen kann, wird gleich

-;- ﬂx; eben so die Anzahl der Werthe, welche x, annimmt, gleich —:— / dx,,

u.s. w.; wo die Integrale in den Grénzen zu nehmen sind, welche die obigen -

Bedingungen angeben. Die Anzahl aller Werthsysteme wird also

1 (-1
t_l:T d:vd.z', .o d.l';._z

und dieselbe durch 7' =-t71:1- dividirt, giebt

/ (l"nda:d:t:1 ce. dzy_,y,
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Dieses A —1fache Integral, dividirt durch 24, drickt also, nach den oben an-

gefiihrten Principien von Dirichlet, die Summe der Reihe .Z‘ ( ZV 7o )s aus, fir
s=1, oder es ist: )
— -
£, 20. ZUF}VTEF = o Tdzdz, ... dop,, fir s=1;

wo f(e) alle verschiedenen wirklichen complexen Zahlen umfafst und das
A —1fache Integral in Beziehung auf seine A—1 Variabeln in denjenigen
zwischen — oo und -} liegenden Grenzen zu nehmen ist, welche den Be-
dingungen (19.) und aufserdem der Bedingung Nf(a)<<1 geniigen.

Um dieses' Integral zu finden, fihre ich statt der A—1 Variabeln x,

Zy, ... &;_, die neuen Variabeln #, u,, u,, ... u;,_, ein, welche ich durch
folgende Gleichungen bestimme:
fl@) = w fu, fle™) = u —u,i
21. f(a”) = U ‘{“u nt fle®) = wu — Wyt

f(e ( g ) = uﬂ—1+u2#'—12 f (“—‘g#_l). = u,u—l‘"“'z,,c—ﬂ';

‘wo der Kirze wegen y—1 durch ¢ bezeichnet ist. Hiernach ist allgemein

ok _ok
u, = f(“b)';f(“g), firk=0,1,2, ... wu—1,
N
w, = LA e o — o, 1, L 21,
k+h —ok+h
g;‘: — A fwk=0,1,2 ... ud,
Ouk . otgk+h——a"gk+h .
T T , fir bk = p, pu+1, ... 2u—1.
Die Transformation des A —1fachen Integrals, bei welcher die Variabeln ,
&,, ... &_, in die neuen Variabeln u, u,, u,, ... Uy s verwandelt werden

sollen, wird nun bekanntlich durch die Functional - Determinante
, Ju Ou, Ou, Ouj—s
R G e T
bestimmt, deren Bildung darum zunéchst auszufihren ist. Zu diesem Zwecke
bilde ich den Ausdruck

0 a a —ayn O
23. — uk+[3h wk +ﬂ2h (23 ‘I‘ _l_ﬁ(z 2)’18.1':‘;;

und suche die Determinante der Grofsen ck, namlich :
Z+cciae ...

1-29

14 *
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welche, nach einem bekannten Satze iber Determinanten, gleich ist dem Pro-

ducte der gesuchten Functional-Determinante der Grofsen gg—: in die Deter-

minante der Grofsen 3**. Diese letztere Determinante ist aber bekanntlich gleich
dem Producte aller Differenzen je zweier der Grofsen 1, 3, 5% ... 3*!, dessen
Werth nach der Formel

A—B)A—FAA—F)... (A=) = i —1
gleich (A —1)“ gefunden wird. Man hat daher .
4. Zxejcic; ... 67 = ().——1\/‘2+%f-§—;f: .. g;j::
Setzt man nun, um ¢, zu finden, in dem Ausdrucke (23.) fir die par-

tiellen Differentialquotienten %, ?5, u. s. w. ihre Werthe, so erhilt man

o gk —gk g k+1 _gk+1 gk—x _gk—l
¢ = LA p (L) L e,
wenn k= 0, 1, 2, ... u—1; dagegen

g o (Y ()
wemn kK = u, p-t1, ... 2u—1 ist;
‘und diese Werthe lassen sich wieder durch Anwendung des bekannten Aus-
drucks der Kreistheilung
(B @) = atfoftfost ... a8

in folgender Form darstellen:

g (B )

T = 5 , wenn &

0,1, 2, ... ©—1 und

|

h (ﬂha “gk)'—(ﬁha “—gk)
k

¢ = 57 , wenn & = wu, 41, ... 2u—1;

und da ‘ .
(B o) = BB @); (B «) = (=1 )

ist, so nehmen diese Ausdriicke folgende einfache Gestalt an:
i —4)2
o = (M)ﬂ‘“’(ﬁ", @), firk=0,1,2, ... p—1,
1— —1
o = ( ( a )ﬂ""'(ﬁ", o), fir k = pu, u4+1, ... 2u—1.

Die Grofsen cj haben, wie man hieraus sieht, die Eigenschaft, dafs sie gleich
Null werden: erstens wenn % ungerade ist und & einen der Werthe 0, 1,

25.



. .
6. Kummer, iiber die aus den Wurzeln v1 gebildeten complexen Zahlen. 105

2, ... u—1 hat; zweitens wenn % gerade ist und k einen der Werthe u,
p+1, ... 2u—1 hat. Vermoge dieser beiden Eigenschaften zerfillt die De-
terminante der Grofsen c;: in ein Product zweier Determinanten und man hat

6. Z+cjeici... i = Zteieic ... c:fj:;‘.Z‘_-l;c},cthc;'}+2 cee ";Z:;
Diese beiden Determinanten lassen sich nun mittels der gefundenen Aus-
dricke der Grofsen ¢! sehr leicht finden. Aus den Gleichungen (25.) folgt
namlich .
&t = BB a), wenn £ = 0,1, 2, ... u—1,
cih“:"‘éﬂ_(z’l“)k(ﬂ?hﬂa @), wemn k = u, u+41, ... 2u—1,

und da (3*, @) und —i(3*+, &) den untern Index % nicht enthalten, so
haben alle Glieder der ersten dieser beiden Determinanten den gemeinschaft-
lichen Factor (1, ¢) (3%, &)(3% @) ... (3", &), und der andere Factor ist
die Determinante der Grofsen 3~***; eben so haben alle Glieder der zweiten
dieser Determinanten den gemeinschaftlichen Factor (3, @), (&, ) ... (3, &) .7,
und als der andere Factorsbleibt die Determinante der Grofsen B~C*+9%  Die
beiden Determinanten der Grofsen 3~*** und B~¢"DX  deren eine gleich dem
Producte der Differenzen je zweier der Grofsen 1, 3-2%, 3%, ... 3~4-9, die
andere gleich dem Producte je zweier der Grofsen 3%, 55, B3, ... 3~¢-»
ist, sind, wie leicht zu zeigen, einander gleich, und zwar ist jede gleich pi*;
also hat man ‘

S+acic; . Cf«:ax = .“i‘“(iv “)(/’na a)([;”, o) ... (ﬁl—sa ),
246,616 - .. el = w3, a)(F, @) e (B @)K,

mithin vermoge der Gleichung (26.),
2o ... c;:: = wl,a)(B,a)(FHa) ... (B @),

und da

1,0) = —1, (BB e) = %4, (Ba) = (—1,0) = Ty+i
ist, so ergiebt sich, je zwei solcher Factoren zusammenfassend:

Tteeic; ... O = kA
Das Vorzeichen unter der Wurzel y/+4 ist bekanntlich so zu nehmen, dafs
es -} ist, wenn 4 von der Form 4n-|-1, also }(A—1)=pu eine grade Zahl
ist, aber —, wenn 4 von der Form 4n--3, also- }(A—1)=pu eine un-
gerade Zahl ist. Im ersteren Falle wird ##= +1, im zweilen Falle i* = +3,
also ist
St ... 672 = Furart
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mithin endlich, vermoge Gleichung (24.), weil 4 —1 = 2u ist:

ou Ou, Ou, Ouj—n i
Sty te tx, w2

Hiernach verwandelt sich das 4 —1fache Integral der Gleichung (20.), dessen
~ Variabeln z, z,, ... x;_, sind, durch Division mit dieser Functional -De-
terminante in ein anderes, dessen Variabeln %, w,, w,, ... %, , sind, und
man erhalt

97, -3 _ 2ﬂ_1/(l—l)dudu du, ... du,_, (fir s=1).
(Nf(@) — i e -
Ich unterwerfe nun dieses Integral wieder einer neuen Transformation,
indem ich statt der Variabeln w, u,, #,, ... u,_, die neuen v, v,, V5, . .. 0,4,
W, Wy, Wyy ... w, , einfihre, welohe mittels der Gleichungen
'
u, = e’f.coswy, Uy, = € F.sinw;

bestimmt sind, wo & die Werthe 0, 1, 2, ... u—1, hat. Es lafst sich hier
die Functional -Determinante, welche die partiellen Differentialquotienten der
Variabeln u, u,, u,, ... u;_, in Beziehung auf die neu einzufiihrenden Va-
riabeln v, v, ... v,,, w, w;, ... w,, genommen enthilt, leichter finden,
als die umgekehrte, weshalb wir diese zur Transformation des Integrals be-
nutzen wollen. Mittels der Ausdriicke

Oux . Ougy

= + ekcosw ——t — | % i
dvx + ks dor + e’k sinwy,
Qux __ — ¢k sinw B + e’k cosw
owx ko Owy — ks

welche fir alle Werthe £#=0, 1, 2, ... u—1 gelten, und da allgemein

%‘f so wie % mit Ansnahme der beiden Fille A=FK und 2} u=k,

gleich Null sind, kann man, nach bekannten Sitzen, den Werth dieser Functional-
Determinante leicht finden, weshalb wir uns mit der Herleitung derselben nicht
aufhalten, sondern nur das Resultat geben, welches

Ou Ou, Ouu Uyt Oru—1 __ oy o, pny
Eiav o, " Bw Ow, " Do = ev.eM ... e P ist

Wird nun mittels dieser Functional-Determinante das Integral der Gleichung (27.)
transformirt, so erhalt man

—1 2"t e ,
28. 2(18vﬁ,)a = }."H/ ev.e ... dody, ... dv

i Qwdw, .. dw,_,,

fir s = 1. Die einschrinkenden Bedingungen, welche die Grenzen der
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Integrationen fir die urspriinglichen Variabeln =, #,, x,, ... x;_, bestimmen,
nimlich die in den Gleichungen (19.) enthaltenen, verbunden mit der Bedin-

gung Nf(e) << 1, werden nun, weil allgemein f(ocgk).f(a"é’k)zezv" ist, fir
die neuen Variabeln folgendermafsen dargestellt:
ley()2, + la(@2 + ...+ loy(0)z,, =0
99, le,(0f) 2, 4 le(eB)2e + .. F e, 1 (08)2,, = v,

le (05" ™) 2y 4 ey (@8 ) 2ot oo ey (08 ) 2y = ©,,,

WO 2y, 22, . .. %, beliebige, zwischen O und 1 liegende Grofsen sind und
.. e ... et < 1 st
Diese Bedingungen enthalten die Grofsen w, w,, w,, ... w,_, gar nich,
und da
30. tangw, = —ttk

Uk

ist und dieser Bruch wegen der Werthe der x, x,, . .. «;9, welche nur,
w Bedingungsgleichungen unterworfen, von — oo bis 4 oo variiren konnen,
selbst von — oo bis +-oco variirt, und nach den Ausdriicken von w, und w;,,,
welche ebenfalls sowohl positiv als negativ sein konnen, auch sinw; und coswsy
sowohl posilive als negative Werthe annehmen miissen: so folgt, dafs wy in
den Grenzen — }7 bis 37 zu nehmen ist. Fihrt man nun alle Integra-
tionen in Beziehung auf die Variabeln w, w, ... w,_, in diesen Grenzen

aus, so erhalt man

—_ 2u=1_ gp () . v
. S = P[P L & nrdvdy, ... da,,.

Ich fihre nun zunichst weiter die Integration in Bezug auf die be-
N o 2V,,_ 20, 4 s 2
stimmte Variable v,,_, aus. Da/é Yu-t dv#_lz%e ‘#-1ist, und da €. ...e

. . . 2
in den Grenzen O und 1 liegen mufs, also v,_, in den Grenzen e #* =0

bis & — e~ . e~ ... € ' zu nehmen ist, so wird
s—1 D A »
32. E(Nfa)s =~ dvdy, . .. dv,_,.
Endlich werden noch statt der Variabeln v, v, ... v,, die Va-

riabeln #,, %,, ... %, eingefihrt, welche durch die Gleichungen (29.)
bestimmt und fir welche alle Integrationen in den Grenzen O und 1 aus-
zufiihren sind. Hierzu braucht man die Determinante dieses Systems linedrer
Gleichungen (29.), welche ich durch 4 bezeichne, durch ‘deren Anwendung
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man sogleich
s—1 242 [0

z(lvf(-x)a —_ M+i d d 2 o« o dzlu_l
erhalt; und da alle Integrationen in Bezug auf %15 B2y + + + Ty in den Grenzen

0 und 1 auszufiihren sind, so hat dieses @ —1fache Integral selbst den
Werth 1 und es ist
s—1 22u=2 g A

83, Iqyrsr = g fir s=1.

Es ist nun weiter zu zeigen, dafs auch die idbrigen Glieder des Aus-
drucks (12.) alle denselben Werth haben, wie dieses erste, fir s =1; d. h. dafs
allgemein

s—1 ( s—1
@y = Ty =t

ist, wo fi(e) alle idealen complexen Zahlen einer bestimmten Classe bezeichnet.
Diese Zahlen f;(c), da sie &quivalent sind, haben alle einen und denselben
idealen Multiplicator ¢ (), mit welchem multiplicirt sie zu wirklichen com-
plexen Zahlenfwerden, und es ist, wenn cp(a)fk(a)_—_:Fk(a) gesetzt wird:
s—1
M =y = N Sy
wo Fj(e) alle wirklichen complexen Zahlen bedeutet, welche den bestimmten
idealen Factor ¢(c) haben. Die Untersuchung des Werths der Summe
s—1
| * OF@)y”
ist der oblgen Untersuchung der entsprechenden Summe fir die complexen
Zahlen f(a) vollkommen gleich; nur dafs hier noch gewisse einschrankende
Bedingungen hinzutreten, welche die Coéfficienten der wirklichen complexen
Zahl F;(a) erfillen missen, damit Fj(¢) den idealen complexen Factor
¢(e) enthalte. Die Bedingung, dafs eine wirkliche complexe Zahl einen
gegebenen idealen Factor enthalte, wird aber, wie wir in der Abhand-
lung 16. Band 35. dieses Journals gezeigt haben, immer durch eine Anzahl
Congruenz-Bedingungen ausgedriickt, welche die Coéfficienten der wirk-
lichen complexen Zahl erfillen miissen und welche durch die idealen Prim-
factoren dieses idealen Factors vollkommen bestinmt sind. Es moge nun ¢(a),
in seine idealen anfactoren zerlegt, einen bestimmten der Primfactoren der
zum Exponenten ¢ gehorenden realen Primzahl g+ genau mmal enthalten,
ferner einen bestimmten der Primfactoren der zum Exponenten d' gehorenden
Primzabl ¢, genau m'mal, u. s. w., so wird, wie wir in der oft erwihnten

fir s=1;

fir s=1,
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Abhandlung gezeigt haben, die Bedingung, dafs F}(c) den ersten dieser Prim-
factoren mmal enthalte, genau durch d Congruenzen fir den Modul g7
ausgedriickt, welche in Beziehung auf die Coefﬁclenten der wirklichen com-
plexen Zahl F(a) =z ot x,0f+ x,08° 4 ... + a5 2a€ ® lineér sind. Eben so
wird die Bedingung, dafs F(«) den andern Primfactor m'mal enthalte, durch
d' solche Congruenzen fir den Modul ¢/, ausgedrickt; u.s. w. Eine ein-

zige lineire Congruenz unter den Grofsen x, z,, ... x;_, fir den Modul ¢7
macht aber, dafs von allen den Werth-Systemen dieser Grofsen, welche den
iibrigen Bedingungen geniigen, nur der ¢7te Theil zu nehmen ist, und 4 solche
Congruenz-Bedingungen zusammen machen demgemifs, dafs nur der q”'dte
Theil gelten kann. Eben so bewirken die d' lineiren Congruenzen, mod. ¢/

dafs von den Werthsystemen der x, x,,...x;, nur der q"‘"te Theil zu

nehmen ist, u. s. w. Der Werth der Summe 2(7\,1,—(1))—, ist also genau

gleich dem ¢7¢.¢'7. .. ten-Theile der Summe E(Nf 7 fir s=1, wenn

F;(c) alle wirklichen complexen Zahlen bedeutet, welche den idealen Factor
¢ () enthalten, und f(c) alle wirklichen complexen Zahlen ohne Ausnahme.
Die Gleichung (34.) geht daher in

s—1 . Neg(a) = s—1

= (ka(a))s - q;ld-’]:;ldl . (Nf((x))’ N fiir s— 1’

35.

iber, und da vermoge der idealen Primfactoren, welche ¢ (o) nach der Vor-

aussetzung enthalt, No(a) =¢7¢.¢'™% ... ist, so hat man endlich
' —1 s—1
. 28——— —_— 2———?—-‘ f“ =1‘
0 Fonwy @y + o e=1

’

was zu beweisen war.

Da wir nun den Werth des ersten Gliedes der Gleichung (12.) ge-
funden und bewiesen haben, dafs alle diese Glieder, deren Anzahl gleich H,
der Anzahl aller nicht #quivalenten Classen ist, einander gleich sind, so
haben wir folgenden zweiten Ausdruck des Werths der Reihe R, fir s=1:

%2 at. 4. H
e

37. R = fir s=1;

und da der erste Ausdruck derselben Reihe nach der Gleichung (11.)
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 2. 15
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At 210 p.p |
. ll_%

war, so haben wir endlich, durch Gleichsétzung beider Ausdriicke:

Prrat 4 H V.20 pp
autd — 3 ?

R = + fir s = 1

also, nach gehoriger Reduction, da u = }(A—1) ist, fir den gesuchten
Ausdruck der Anzahl aller nichtdquivalenten Classen der aus Aten Wurzeln der
Einheit gebildeten idealen complexen Zahlen:

P.D
88. H = g

Der bessern Ubersicht wegen wiederhole ich hier noch einmal die Be-
deutung der einzelnen in dieser Formel vorkommenden Zeichen. Es ist
uw =% (h—1); ferner ist
P = oB)oB)pB) ... (B,
wenn ‘

o(B) = 1+ 9.8+ 9.+ 95+ ... +9:..0
915 G2 G3s - - - §1— die kleinsten positiven Reste sind, welche die Potenzen
g, 9 9% ... g~ einer primitiven Wurzel der Primzahl 2 fir den Modul 4
geben, und 3 eine primitive Wurzel der Gleichung 3*~'=1 ist. Ferner ist
D die Determinante des Systems folgender Grofsen:

le(e), le(os), ... le(e""),
le(ef), le(es”), ... le(as"),

le(as"%), le(es"), ... le(af™).
Sodann ist
__ J(4—af)(1—a"8)
e(0) = 1/ (1—e)(1—e~1)
und 4 die Determinante des Systems
ls,(a), le(a)y, ... lg y(a),
ley(af)y,  ley(a®), ... lg, ((0f),
le,(e5"7), le,(e"” ., oo ey (057)s

wo &(ct), &(at), . . - €u1(@) ein Sysiem von Fundamental-Einheiten sind.
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Da eine vollstindige Theorie der aus Aten Wurzeln der Einheit ge-
bildeten complexen Zahlen zugleich mit die Theorie der aus den Perioden
dieser Wurzeln gebildeten complexen Zahlen umfassen mufs und in vielen
Stiicken sich sogar auf diese stitzt, so habe ich nicht versiumt, auch die
Ausdricke fiir die Anzabl der nichtiquivalenten Classen dieser aus Perioden
gebildeten idealen complexen Zahlen vollstindig auszuarbeiten. Die anzuwen-
denden Principien, so wie die Ausfiihrung derselben im Einzelnen, sind aber
mit den hier entwickelten so iibereinstimmend, dafs ich die Entwicklung dieser
Ausdriicke hier iibergehe und mich darauf beschrinke, nur die Resultate den
Lesern mitzutheilen. ‘

. o . -
Ordnet man die Aten Wurzeln der Einheit o, o2, of’, ... o5 nach

den Gaufsischen Perioden, und zwar in e Perioden von je f Gliedern, wo

e.f=24—1 ist, bildet die aus diesen Perioden zusammengesetzten complexen
" Zahlen und theilt dieselben und ihre siammtlichen idealen Factoren in alle nicht-
dquivalenten Classen ein, welche fir dieselben bestehen und deren Anzahl
gleich H sei: so miissen in dem Ausdrucke des H die beiden Fille unter-
schieden werden, wo f gerade und wo f ungerade ‘ist, und man erhalt
dann folgende Resultate.

Erstens, wenn f gerade ist, d. h. wenn die Perioden aus einer geraden
Anzahl von Wurzeln der Gleichung o* =1 bestehen, ist

39, H=— 2,

wo D die Determinante folgender (e—1)* Grofsen:
IE(a), IE(c®), ...IE(e5""),
IE(ef), IE(ef?) ...IE(ef),

LE(at”"), IE(ef*"), . .. IE(a8™™)

und

A—e) (1—ag®) ... (1—oae™™)

E(OE) 1 ‘/( (1—-—aé’)(1—ag€+l) L. (1__ag(f-1)e+1))

ist; welches eine aus den e Perioden von je f Gliedern gebildete complexe
Einheit und wo 4 die Determinante folgender (e—1)* Grofsen ist:

15 *
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ley(a), ley(e), v ey (@),
le,(a8)y, le(a®)y, ... le,_,(0f),

e, (05°7°), ley(e8°™), ... Loy (e577).
& (), &(e), ... &_,(a) ist ein System von Fundamental -Einheiten, welche
aus den e Perioden von je f Gliedern gebildet sind.
Zweitens, wenn [ ungerade ist, d. h. wenn die Perioden aus einer
ungeraden Anzahl von Wurzeln der Gleichung «*=1 bestehen, so ist

P.D
40. H:_.—_‘. W,

wo D die Determinante folgender }(e—1)* Grofsen:
lE (), IE(®), ...IE(ef*"),
IE(cf),  IE(af), ... IE(a8""),

IE(cs*™), IE(c™), ... IE(as*") |
und

o) (1— 8 ... (] @ Diett
E(e) = l/ (1—a8)(1—a8* ™) (1 aif_l )
(1—a)(1—ast®) ... (1—ag® Dk

ist; welches eine aus }e Perioden von je 2f Gliedern gebildete complexe
Einheit ist. Ferner ist 4 die Determinante folgender (3 e—1)* Grofsen:

le (), le(a), co e ()
le (af), ley(af), ... L&, ,(aB)
le (agge—z), le (“gte—:)) y oo Lo,y (O‘g%e-g) |
und & (), &(®), ... &, (e) ist ein Syslem von Fundamental-Einheiten, welche

aus den }e Perioden von je 2f Gliedern gebildet sind, wobei endlich P fol-
gendes Product bezeichnet:

P= oMol ...eB™"
o) = A +AL+AF+ . FAF

| .
1 — -1 + g + Gt - FAp)
1 '_

Al J— T<y1 + Gert +y28+1 e y(f—1)2+¥)

1 [
Ae-—l == T(ye—-l +y2e—l '"}"g.’ie—l"l'" s 0 +yﬂ’_l>‘
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915 924 - - « §1_» bezeichnen, wie oben, die kleinsten positiven Reste, welche
die Potenzen einer primitiven Wurzel ¢, ¢% ¢° ... ¢** fir den Modul A
geben, und 3 ist eine primitive Wurzel der Gleichung 3°=1.

Ich fige noch einige Bemerkungen iber die angegebenen Resultate
hinzu. Die Anzahl H der nichtiquivalenten Classen aller aus den einfachen
Waurzeln «, a2, ... a8t gebildeten complexen Zahlen und der idealen Fac-

toren derselben, welche in der Formel (38.) gegeben ist, besteht aus zwei

wesentlich verschiedenen Factoren, namlich dem Factor und dem Factor

p

_ (24)—1
‘213 welche beide fiir sich ganze Zahlen sind. Fir den Factor —3— folgt dies
unmittelbar aus der Gleichung (89.), welche zeigt, dafs dasselbe g fir sich
die Anzahl aller nichtiquivalenten Classen fir die aus den zweigliedrigen
Perioden zu bildenden idealen complexen Zahlen darstellt, also nothwendig
eine ganze Zahl ist. Um in Beziehung auf den andern Factor des H in der
Formel (38.) Dasselbe zu zeigen, verwandele ich die Factoren von der Form
@), aus denen P zusammengesetzt ist, néamlich

(p(ﬂfln—-l) = 1 _I__ A ﬂ?n—l _I_ g ﬁ2(2n—1) _l_ .. + Fi— ﬂ(l—2)(2n—l)
mit Hillfe der Gleichung f3#= —1 und g3, =4 —g; in die Form

BE) = 2— 14 Q= D QDD .
+ @ — e,

in welchem Ausdrucke alle Coéfficienten der einzelnen Glieder ungerade Zahlen
sind. Es kommt nun darauf an, wie viel mal « den Factor 2 enthilt. Setzt
man deshalb u=2".», wo » ungerade ist und » auch gleich Null sein kann,
und addirt zu dem Ausdrucke des ¢ (") die Gleichung

{— ﬂ2’(2n—1) __l_ /32.2’(2n—1)__ L + [3(1—1)2'(2"—1) — O,

so wie dieselbe Gleichung, multiplicirt mit 3*—%, B*C*=b, .., BE"-ben=1_ welche
fir jeden Werth des n Statt hat, mit alleiniger Ausnahme des Falles 2n —1=v:
so werden alle Coéfficienten in ¢ (3**~') zu graden- Zahlen s also ist (),
mit Ausnahme des Falles 272 —1 — », immer durch 2 theilbar, und das Pro-
duct P, welches aus w solchen Factoren besteht, ist theilbar durch 2¢~', Um
weiter zu zeigen, dafs P auch durch A“—! theilbar ist, multiplicire ich ¢(3**—*)
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mit ¢ —1, wo ¢ eine primitive Wurzel und deshalb g*~'—1 durch 4 und
g“+1 durch A theilbar ist. Ich wahle auch, was immer angeht, die pri-
mitive Wurzel so, dafs g”+1 den Factor i nur einmal enthilt. Es wird:
alsdann

(9B M) = 9912—14+(991-1— 90) "+ (991 — g) B0+ . ..
+ (yyl—a - .y}.-z) ﬂ(l—?)(?n—l) ]

und es sind nun alle Coéfficienten dieses Ausdrucks durch i theilbar; wie aus
der Congruenz g¢; = ¢*, mod. 2, sogleich erhellt. Setzt man nun in dem durch
% theilbaren Ausdrucke (¢3¢ (3**~') nach einander n =1, 2, 3,...
und bildet das Product, so erhilt man (g“-1)P theilbar durch 4#, und da
g*+1 den Factor 4 nur einmal enthélt, so mufs P den Faclor 4“~* enthalten.
Da wir nun bewiesen haben, dafs P durch 24! und auch durch i#~!' theilbar

ist, so ist wirklich @T)P#:T eine ganze Zahl; wie behauptet wurde.

In Beziehung auf die Classenzahl der aus Perioden zu bildenden idealen
complexen Zahlen tritt ein wesentlicher Unterschied auf, zwischen derien, bei
welchen die Perioden eine ungerade oder eine gerade Anzahl von Gliedern ent-
halten. Wenn néamlich die Perioden eine ungerade Anzahl von Gliedern ent-
halten, so besteht immer die Classen-Anzahl aus zwei solchen verschiedenen
ganzzahligen Factoren, wihrend in den Ausdricken fir die Classenzahl bei
den aus Perioden von gerader Gliederzahl gebildeten idealen complexen Zahlen
nur der eine dieser beiden Factoren auftritt.

Fir den Fall, wo es nur zwei Perioden giebt, deren jede aus }(A—1)
Gliedern besteht, geben die Formeln (39. und 40.) die Anzahl der Classen
fir die quadratischen Formen, deren Determinante eine Primzahl gleich 2
ist, und zwar die eine fir die positive Determinante i, die andere fiir die-
selbe negative Determinante.

Eine sehr merkwirdige einfache Beziehung, in welcher die Classen-
zahlen der aus Perioden gebildeten idealen complexen Zahlen zur Classenzahl
der aus den einfichen Wurzeln der Gleichung o* =1 gebildeten steht, ist die,
dafs jene immer aliquote genaue Theile von dieser sind, da, wo sie ihr nicht
vollig gleich sind. Diese Eigenschaft wirde sich aus den gefundenen Aus-
dricken fir die Classen-Anzahl allgemein nur sehr schwer entwickeln lassen:
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sie kann aber mit Leichtigkeit unmittelbar aus der Definition der Aquivalenz der
idealen complexen Zahlen hergeleitet werden; wobei man nur den einen Satz
braucht, dafs die Classen-Anzahl stets eine endliche, bestimmte ist. Es mogen
Ny Mio Moy « « - Moy € Perioden von je f Gliedern sein, wo ef =4 —1 ist und
ferner (1), @1(1)y @2(7), - .- @n_y(n) die A nichtiquivalenten Classen der aus
diesen Perioden gebildeten idealen complexen Zahlen reprisentiren, un¢ zwar
so, dafs ¢(7) eine beliebige solche complexe Zahl der ersten Classe, ¢,(7)
eine beliebige der zweiten Classe u. s. w. darstelll. Da nun die aus den Pe-
rioden gebildeten idealen complexen Zahlen alle in den aus den einfachen
Wurzeln der Gleichung of =1 gebildeten mit einbegriffen sind, so missen die
durch (%), ¢;(%), .. . @u_1(n) reprisentirten Classen alle in den verschie-
denen Classen dieser allgemeineren complexen Zahlen vorkommen, deren An-
zahl gleich H sei. Es kann nun erstens der Fall eintreten, dafs aufser den
& Classen, welche die aus Perioden gebildeten complexen idealen Zahlen geben,
fir die aus den einfachen Wurzeln der Gleichung o =1 gebildeten gar keine
andern Classen Statt haben, dafs also A= H ist. Wenn dies aber nicht der
Fall ist, so sei f(«) eine ideale complexe Zahl, welche nicht in den %4 Classen
vorkommt, in welchen ¢ (), ¢, (), ... @s_1(n) vorkommen: dann gehoren, wie
leicht zu zeigen ist, f() (1), f(e) Pu(m), F(&) P2(1)s - - - [(@) 1y (7) nur solchen
Classen an, welche weder unter sich, noch mit den Classen, denen ¢ (%), ¢,(7),
@2(M)s ++ « Pr_y (1) angehoren, dquivalent sind. Wiare namlich zunéchst f(e) ¢, (1)
dquivalent f(e) ,(7), so multiplicire ich beide mit demselben Multiplicator F'(ax),
" welcher bewirkt, dafs F'(a)f(«) eine wirkliche complexe Zahl ist; woraus dann
folgen wirde, dafs ¢, (7) dquivalent ¢,(n) sein mifste; gegen die Voraussetzung.
Wiire ferner f () ¢, () dquivalent ¢, (), so multiplicire ich beide mit einem solchen
Multiplicator &,(77), welcher P, (1)@, (n) zu einer wirklichen complexen Zahl
macht; woraus folgen wiirde, dafs f(«) édquivalent &, () ¢, (1) sei, welches eben~
falls gegen die Voraussetzung ist, weil f(e), wenn es einer aus den Perioden ge-
bildeten idealen complexen Zahl dquivalent wire, schon in den ersten /& Classen,
welche durch @ (1), @:(7), ... @s_,(n) reprisentirt sind, enthalten sein mifste.
Eine einzige, nicht in diesen A Classen enthaltene complexe ideale Zahl macht
also, dafs eine neue Gruppe von % Classen hinzukommt. Eben so macht eine
einzige nicht in diesen 2% Classen enthaltene ideale complexe Zahl, dafs eine
ganze dritte Gruppe von % Classen, die weder unter sich, noch mit den vorigen
dquivalent sind, hinzukommt: dafs also 3% Classen existiren; und so geht dies
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weiter, bis wirklich alle H Classen erschopft sind, welche sich, wie hieraus zu
ersehen ist, nur durch ein genades Vielfaches von & erschopfen lassen. Es ist
also immer H ein Vielfaches von %, oder % ein genau aliquoter Theil von H;
was zu beweisen war. Eben so wird bewiesen, dafs wenn f’ ein Vielfaches
von f ist, und zugleich ein Theiler von A—1, die Classen-Anzahl der aus
Perioden von je ' Gliedern gebildeten idealen complexen Zahlen immer ein
genau aliquoter Theil von der Classen- Anzahl fir. diejenigen ist, welche aus
Perioden von je f Gliedern gebildet sind.
Breslau, den 16ten Juni 1849.
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